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مقدمة المترجم 


بسم الله والصلاة والسلام على رسول الله وعلى آله وصحبه أجمعين. 

بالرغم من أن نظرية الرسومات تُصئّف على أنها مادة جديدة وفرع حديث من 
فروع الرياضيات- بدايته في القرن الثامن عشر- إلا أنها تعتبر الآن من التخصصات 
الدقيقة الرائدة كعلم نظري قائم بذاته وكعلم ذي تطبيقات واسعة في العديد من 
المجالات العلمية والانسانية. 

تعتبر نظرية الرسومات مادة سلسة يفهم أساسياتها العديد من الدارسين سواء 
أكانوا متخصصين أم غير متخصصين. ولربما كان لہا دور غير منقوص في حل كثير من 
الألغاز والتطبيقات الترفيهية» إلا أن لبا قاعدة نظرية بحتة لا تقل شأنا عن فروع 
الرياضيات البحتة الأخرى. والذي يقرأ هذا الكتاب» ولو على عجالة» سيقتنع بمدى 
عمق هذه النظرية وغنى مادتهاء كما سيرى الرابط القوي بينها وبين أفرع الرياضيات 
الأخرى كالجبر ونظرية المجموعات والتبولوجيا وغيرها. وسيرى أيضا أنها ضحت 
وسيلة يستخدمها المتخصصون في فروع المعرفة الأخرى لحل العديد من المسائل التي 


تواجههم. 


إن سبب اختياري لترجمة هذا الكتاب هو شموليته للعديد من المواضيع 
المختلفة التي تعطى بمجملها ما يسمى بنظرية الرسومات. يعرض المؤلف المادة بطريقة 
متعة ومبسطة» كما يحوي دليلا شيقا من المراجع المتنوعة لمن أراد التعمق في بعض 
المواضيع الدقيقة. إن هذا الكتاب يعتبر من المراجع الرائدة في الدراسة الجامعية لطلبة 
الرياضيات والحاسب الآلي والاقتصاد» كما يعطى مادة سهلة الفهم للطلبة الآخرين. 
فهو يحوي العديد من مواضيع نظرية الرسومات ابتداءً بالترابطية والانتقالية 
والأشجار؛ روزا بالتلوين والاستوائية » وانتهاء بالشبكات ونظرية العروض ونظرية 
الاتر وی دات 

لقد اجتهدت في أن يكون إخراج الكتاب كما النسخة الأصلية» وأضفت 
تعليقات موضحة في الهامش السفلي في بعض الصفحات. كما أبقيت على المصطلح 
الأجنبي بجانب كل مصطلح عربي عند ذكره لأول مرة» ثم ألحقت في نهاية الكتاب 
كشافين باللغتين الإنجليزية والعربية. وقد اجتهدت في الحصول على أفضل ترجمة ممكنة 
للمصطلحات بعد التشاور مع الزملاء في قسم الرياضيات بجامعة الملك سعود. 

أرجو من العلي القدير أن أكون قد وفقت في إخراج هذا الكتاب بالشكل 
المأمول» وأن ينفع به طلبة العلم اللتخصصين وغيرهم في عموم عالمنا العربي. 

وفي الختام لا يسعني إلا أن أتقدم بالشكر الجزيل للدكتور/ روبن ويلسون- 
عميد والمشرف على الدراسات في كلية الرياضيات والحاسب ف الجامعة المفتوحة- 
مؤلف الكتاب› فلقد استمتعت بالتواصل معه س وأحذ مشورته في العديد من 
الملاحظات. كما أشكر الدكتور/ أحمد حميد شراري والدكتور/ فوزى بن أحمد 
الذكير زالد کون معحروف غبدالر حمق سمحان - أساتذة ال ر ياطات الخار كن مامعة 
املك سعود- على تكرمهم بتقديم المشورة في اختيار العديد من المصطلحات. وأشكر 


كذلك الد توو روبرت ألدرد- أستاذ الرياصيات اشا بكامعة أوتاقو بنيوزلئد|- 


مساعد بن عبدالعزيز العبداللطيف 


031 


مقدمة الطبعة الرابعة 


لقد ظهر علم نظرية الرسومات» في الآونة الأخيرة» وأضحى وسيلة رياضية مهمة في 
عدد من المواد المختلفة تتنوع من بحوث العمليات والكيمياء إلى علم المورثات 
واللغويات: ومن البندسة الكهربائية والجيولوجيا إلى علم الاجتماع وعلم العمارة. 
وفي الوقت ذاته» نشأ هذا العلم بذاته كنظام رياضي له أهميته الخاصة. 

وبأخذ ذلك في الاعتبار» فإننا نلمس الحاجة إلى مقدمة مبسطة لتكون مقررا في 
ذلك الموضوع » وتكون مناسبة للرياضيين الدارسين لمادة نظرية الرسومات وكدلك لغير 
المتخصصين الطامحين بتعلم المادة في أسرع وقت ممكن. آمل أن يحقق هذا الكتاب ما 
أردته فيما يتعلق بهذا الجانب. إن ما يتطلبه فهم هذا الكتاب هو فقط معرفة أساسية 
بمقدمة فى نظرية المجموعات ونظرية المصفوفات» وكذلك معرفة أكثر بالجبر المجرد عند 
التعرض لبعض التمارين الأكثر صعوية. 

لقد قسمت محتويات هذا الكتاب بطريقة محببة إلى أربعة أجزاء. الجزء الأول 
(الفصول الأول-الرابع) يعطي بناءً أساسيا حيث يحوي تعاريف وأمثلة للرسومات 
وترابطها والدورات والمسارات الأويلرية والباملتونية» وكذلك الأشجار. ثم يلي ذلك 


م 


ی مقدمة الطبعة الرابعة 


الفصلان (الخامس والسادس) عن الاستوائية والتلوين وبإشارة خاصة إلى مبرهنة 
الألوان الأربعة. أما الجزء الثالث (الفصلان السابع والثامن) فيهتم بنظرية الرسومات 
الموجهة ونظرية العروض مع تطبيقات لمواضيع تحليل المسارات الحرجة وسلاسل 
ماركوف والانسيابات في الشبكات. ثم يختتم الكتاب بالماترويدات (الفصل التاسع) 
حيث يربط مواضيع من المصول السابقة كما يقدم بعض التطورات الحديثة. 

ولقد حاولت الالتزام بقصر مادة الكتاب على الأساسيات مستخدما التمارين 
كوسيلة لتقديم بعض المعلومات الأقل أهمية. من بين ال 250 تمرين هناك أمثلة معتادة 
صممت لاختبار فهم المادة المكتوبة» بينما خصصت بعض التمارين الأخرى لتقده 
نائج وأفكارا جديذة. يجب أن تقرأ كل رين سواء أردت حله بالتفصيل أم لم ترد. 
ولقد أشرت إلى التمارين الضعبة بعلامة النججمة. 

واستخدمت الرمز // للدلالة على نهاية البرهان» والخط المعرض للدلالة على 
المصطلحات المعرفة. ورمزت لعدد عناصر مجموعة 5 بالرمز |ك|ء والمجموعة الخالية 
بالرمز 6. 

لقد زخرت هذه الطبعة بالعديد من التغييرات. لقد أعيد صياغة المادة وغيرت 
بعض المضطلحات لتناسب الاستخدافات الخالية. وغلاوة على ذلك» ألحقنا حلو لا 
لبعض التمارين » وهي تلك التمارين التي تحمل الرمز ‏ بجانب رقم التمرين. كذلك 
ظهرت عدة تغييرات بعد تنويه بعض المختصين والذين أنتهز هذه الفرصة لشكرهم 
على ملاحظاتهم القيمة. 


مقدمة الطبعة الرابعة ا 


يظهر هذا الكتاب قبل سنة. وأود أن اشک الا ويليام شكسبير وأخري لعباراتهم 
القيمة والمناسبة في بداية كل فصل. والشكر جله لزوجتى جوي لمساعداتها العديدة 


التي لا علاقة لبا بنظرية الرسومات. 
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مقدمة 


Introduction 





إن آخر ما يكتشفه المرء في تأليف كتاب 


81315 Pascal 


سنعطي في هذه الفصل التقديمي فكرة بدهية للمادة والتي ننوي تقديمها بطريقة رياضية 
بحتة فى الفصول اللاحقة. إن المصطلحات التي تظهر هنا بخط معرّض يجب أن تؤخذ 
على أنها وصف أكثر منها تعريفاء فمتى ما واجهت مثلها هنا في وضع تلقائي فإنك 
تدا عألوقة هذا عمل مواجيعها لاحقا. لذا اقرأ هذا الفصل بسرعة ؛ ومن ثم انس 


ما قرات ! 


ما المقصود بالرسم؟ What is a graph?‏ 
ندا 'پاغتار آله لشكلين رقمى (۱,۱ و )١."‏ واللذين يعر ضان جزءا من خريطة 
طرق وجزءا من شبكة كهربائية. 


3 مقدمة ف نظرية الر سومات 





ال لشحا رقم (؟,١)‏ جزء من شبكة كهربائية . 


يمكن تمثيل أي من هاتين الحالتين فنياً باستخدام نقاط وخطوط كما يظهر ف 
الشكل رقم .)١.5(‏ تسمى النقاط 27 ,0 ,۸ ,5 ,7 وها (2611665)؛ وتسمى الخطوط 
أضلاعا (648©5): والشكل ككل يسمى رسما (مم,ع). لاحظ أن تقاطع الخطین 5م 
و91 لا يعتبر رأسا ؛ لأنه لا يناظر تقاطع طرق بالنسبة للشكل الأول» أو التقاء سلكين 
بالنسبة للشكل الثاني. درجة الرأس (ععمعءل) هی عدد الأضلاع المرتبطة بذلك 
الرأس , وتناظر عدد الطرق المتقاطعة في ذلك الرأس بالنسبة للشكل رقم .)١,١(‏ فعلى 
سبيل المثال درجة الرأس © هي 4. 





۳ Introduction مقدمة‎ 


يمثل الرسم في الشكل رقم (.1) كذلك حالات أخرى غير هاتين الحالتين. 
فمثلا يمكن أن تمثل الرؤوس 0,7 ,۸ ,5 ,7 فرق كرة قدم» ومن ثم فإن وجود ضلع قد 
يناظرلعب مباراة بين الفريقين الممثلين بطرفي الضلع. وعليه فإنه في الشكل رقم )١.7(‏ 
الفريق / لعب ضد الفرق © ,5 ,7 ولم يلعب مع فريق ۸. وفي هذا التمثيل فإن درجة 
الرأس هي عدد المباريات الملعوبة من قبل الفريق المناظر. 

ويمكن تمثيل هذه الحالات بطريقة أخرى كما يظهر من الرسم في الشكل رقم 
.)١.5(‏ لقد أزلنا هنا تقاطع الخطين 25 و27 وذلك برسم الخط 25 خارج المستطيل 
7. ولا يزال الرسم الناتج يوضح ما إذا كان هناك طريق مباشر من تقاطع لآخر. 
وكذلك لم يزل يحافظ على بناء الشبكة الكهربائية» وأيضا مازال يبين أي فريقين لعب 
مباراتهما. المعلومة الوحيدة التى فقدناها تتعلق بالخواص المترية لطول الطريق 
واستقامة السلك. 


0 م 

ي- ظ سے ا 4 
وي ا کس / 
5 | س ١‏ 
ب ظ سے ا 

صر | سر 
سا ر 
کے 3 


الشكل رقم )١,٤(‏ الرسم مثل بطريقة أخرى . 


إذن» الرسم هو تمثيل لمجموعة من النقاط وكيفية ربطها مع بعض» ولا تهمنا 
أى خاصية مترية. ولبذا فان أي رسومات ممثلة لنفس الحالة» كما هما الرسمين في 
الشكلين رقمی (1# و 1,2 تیر رسما واحدا: 
رأسان بضلع في أحد الرسمين إذا وفقط إذا ارتبط الرأسان المناظران في الرسم الآخر 


1 مقدمة في نظرية الرسومات 


بضلع. يعطي الرسم في الشكل رقم )١.5(‏ نفس الرسم في الشكلين رقمى ١,۳(‏ و :)١.5‏ 
ونرى هنا أن كل ما يتعلق بالمسافات والمواقع قد تلاشى › بالرغم من أننا ما زلنا قادرين 





الشكل رقم )١,5(‏ الرسم ممثل بطريقة ثالثة . 


في الرسم أعلاه نجد أن هناك على الأكثر ضلعاً واحدا يربط كل زوج من 
الرؤوس. لنفرض الآن أنه في الشكل رقم )١.5(‏ هناك حركة كثيرة في الطريق الذي 
يربط © و5 وكذلك الطريق الذي يربط 5 و5. وبالتالى فإنه يكن حل ذلك بإنشاء 
طرق إضافية تربط هذه النقاط؛ والرسم الناتج يصبح كما في الشكل رقم (1.1). 
نسمي الأضلاع التي تربط © و 5؛ وكذلك تلك التي تربط 5 و 7 أضلاعاً متكررة 
edges)‏ عام انادم). وبالإضافة إلى ذلك» إذا كنا نريد إنشاء مواقا للسيارات عند ۶ فانتا 
نشير إلى ذلك برسم ضلع من النقطة ‏ إلى نفسهاء ونسمي هذا الضلع عروة (1000) 
(انظر الشكل رقم 1,7). وفي هذا الكتاب» قد يحوي الرسم عرَىّ وأضلاعاً متكررة. 
نسمي الرسومات التي لا تحوي عرئ ولا أضلاعا متكررة» كما هو الرسم في الشكل 


.(simple graphs) رسومات بسيطة‎ :)١,92( رقم‎ 


معدمة introduction‏ ت 





5 
الشكل رقم )١,/(‏ رسم باضلاع مكررة وعروة . 


إن دراسة الرسومات الموجهة (تطمصع ۲64١٠ءل)‏ تظهر جليا من فكرة جعل 
الطرق كشوارع ذات اتجاه واحد. يوضح الشكل رقم (1,8) مثالا على الرسم الموجه؛ 
حيث توضّح اتجاهات الشوارع ذات الاتجاه الواحد بالأسهم. (في هذا المثال ستكون 
هناك حالة من الفوضى عند 7 » لكن ذلك لن يوقفنا عن دراسة مثل هذه الحاللات) 
سنناقش الرسومات الموجهة في الفصل السابع. 

إن نظرية الرسومات تتضمن استخدام أنواع مختلفة من التنقلات . فالممر 
(11) هو طريقة للانتقال من رأس إلى آخرء وتتألف من متتالية من الأضلاع ؛ 
ضلع تقك ار . فمثلا في الشكل رقم )١,5(‏ ۸ جه () ج 2 هو ثمر بطول 2؛ 
ورج 3ج 7 ج 0ج 5 ج22 هو مر بطول 5 نسمى الممر الذي لا يموي رؤوسا 


: مقدمة ف نظرية الر سو مات 


ل 


متكررة مسارا (طلهم) ؛ فمثلا الممر ۸ ج $ ج 7 جام هو مسار. ونسمى الممر الذى 
على مثل الصورة 0 ج 7 ج ك ج () دورة (عاعلزك). 





الشكل رقم )1,۸( ز اسي مو جه : 


لقد خصّص الكثي رمن الفصل الثالث لدراسة عغرات ذات خواص معيئة. وبالتحديد 
فإننا سنتناول رسومات ذات ثمرات تحوي كل ضلع أو كل رأس مرة واحدة فقط» و 
تنتهى تلك الممرات بالراسس الذئ بذات به مثل هذه الرسومات تسمى رسومات أويلرية 
(Eulerian graphs)‏ أو رسومات هاملتونية (قطصهمع صدندم]!ندمة11): على الترتيب. 
فمثلاء الرسم في الأشكال رقما )1,5-١.5(‏ هو رسم هاملتوني حيث يمكن اعتبار 
الممر ۴ ج 7+ 5 + ۸ + 0 +۲ ولكنه غير أويلري ؛ لأن كل تمر حاو لكل 
ضلع مرة واحدة فقط (مثل '7 ج 0 جه 5ج 7 ج 77 ج 5 جه 7 جدن بج (م) 
يجب أن ينتهي برأس يختلف عن رأس البداية. 

تأتي بعض الرسومات في جزأين أو أكثر. فعلى سبيل المخال» لنعتبر الرسم الذي 
رؤوسه هى نحطات قطارات لندن الأرضية ومحطات قطارات نيويورك الأرضية: 
وأضلاعه هي الخطوط التي تربط تلك المحطات. إن من المستحيل الانتقال من محطة 
ترافلقار 501316 مهع11ة:1 في لندن إلى محطة قراند سنترال ٥٥٣٤۲۹1‏ ۵٣۵ء6‏ في نيويورك 


باستخدام فقط أضلاع هذا الرسمء أما إذا قصرنا اهتمامنا على محطات لندن فقط فإنه 


۷ Introduction مقعدهة‎ 


بإمكاننا التنقل من أي محطة إلى أي محطة أخرى. يسمى الرسم الذي يتكون من جزء 
واحدء بحيث إن أى رأسين يريطهما مسارء رسما مترابطا (connected graph)‏ ؛ 
والرسم الذى يتكون من أكثر من جزء يسمى رسما غير مترابط (disconnected graph)‏ 


(انظر الشكل رقم .)١.4‏ سنناقش الترابط في الفصل الثالث. 
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الشكل رقم )١,٠١(‏ شجرة . 


وسنهتم أحياناً بالرسومات امترابطة التي تحوي مسارا واحدا فقط بين كل 
رأسين. مثل هذه الرسومات تسمى أشجارا (1705)» وهي تعميم لفكرة شجرة 
العائلة» وستناقش في الفصل الرابع. ويا مض قكة رقب الكبهرة غل انها 
رسم مترابط لا يحوي دورات (انظر الشكل رقم .)١.٠١‏ 

لق الاحظنا سابقا أنه بالإمكان إعاذة رسم الشكل رقم (17) ليضيم كما في 
الشكلين رقمي ١.5(‏ و ١.٠)؛‏ وذلك لتفادي تقاطع الأضلاع. نسمي الرسم الذي 
يمكن إعادة رسمه قورت ##اطداك كما اننا رسما مستوياً (طمهت متمدام). سنعطي في 


۸ مقدمة قي نظرية الرسومات 


الفصل الخامس یا من خواص الاستوائية. بعض هذه الخواص يتضمن خا 
لرسومات جزئية من الرسم الذي نلوسة؟ كما أن کا من هذه الخواص يتعلق 
بالمفهوم الأساسي للثنوية. 

تلعب الرسومات المستوية دورا مهما في مسائل التلوين. لنعد إلى رسمنا المتعلق 
ب خارطة الطريق" ولنفرض أن شركات الءط5: 0ووء 8#ء اا تريد أن تنشء 
خمس ورش بينهم» ولأسباب اقتصادية لا تريد أي من هذه الشركات إنشاء ورشتين 
في ركنين متجاورين. وبالتالى فإن 11ء5 يمكنها إنشاء ورشة عند ۲» و 78550 عند 0 : 
و8 عند 5» و گات عند 7» ويتبقى ورشة واحدة عند ۸ لتبنيها إما شركة ااءط؟ أو 
۴سا (انظر الشكل رقم .)١,١١‏ ومع ذلك» فلو انسحبت شركة اا من الاتفاقية فإن 
الشركات الثلاث الأخرى لا تستطيع إنشاء الورش بالطريقة المطلوبة. 






GD ERD 
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کک | کي‎ 
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الشكل رقم )١,١١(‏ تلوين رؤوس الرسم . 


سنناقش مثل هذه المسائل في الفصل السادس» وذلك عندما نريد تلوين رؤوس 
رسم بسيط باستخدام عدد معطى من الألوان بحيث إن كل ضلع في الرسم يربط 
رأسين يحملان لونين مختلفين. إذا كان الرسم مستوياً فإنه بالإمكان دائماً تلوين رؤوسه 
بهذه الطريقة باستخدام فقط أربعة ألوان- وهذه هي مبرهنة الألوان الأربعة (-uم‏ 
(colour theorem‏ الشهيرة. وهناك صيغة اخ أده المبرهنة وهي أنه عممقدورنا دائما 


۹ Introduction مقدمة‎ 


تلوين البلدان في أي خريطة بأريعة ألوان بحيث إن كل بلدين متجاورين لا يأخذان 


نفس اللون (انظر الشكل رقم .)١,١١‏ 





ال لشكل رقم )١,17(‏ تلوين الخرائط . 


سنبحث في الفصل الثامن مسألة الزواج (5هءااه,م معة٣ة")‏ الشهيرة» والتي 
تستفسر عن ماهية الشروط المطلوبة لتزويج مجموعة من الفتيات» كل منهن تفضل 
عددا من الشبان» بحيث إن كل فتاة تتزوج شابا تفضله. ويمكن التعبير عن هذه المسألة 
بلغة نظرية العروض «(transversal theory)‏ وهي متعلقة بمسائل إيجاد مسارات منفصلة 
تربط رأسين معلومين في رسم أو في رسم موجه. 

ثم ينتهى الفصل الثامن بدراسة للانسياب (41085) في الشبكات ومسائل 
المواصلات. لنفرض أن لدينا شبكة مواصلات كما في الشكل رقم (۱,1۳)ء بحيث إن 
5 عبارة عن مصنع و ۸ عبارة عن سوق» وأضلاع الرسم هي قنوات يمكن من خلالها 
نقل البضائع. هناك سعة لكل قناة ويدل عليها العدد الذي يظهر بجانب كل ضلع ليمثل 
أكبر كمية يمكن أن تمر خلال تلك القناة. والمسألة هي تحديد الكمية التي يمكن نقلها من 
المصنع إلى السوق. 


1 مقدمة ق نظرية الر سومات 





الشكل رقم )١,١(‏ شبكة مواصلات . 


ونختم الكتاب بفصل عن الماترويدات (810145). حيث يربط ذلك محتويات 
الفصول السابقة مع المحافظة على تطبيق الحكمة القائلة "كن حكيما- عمّم !". إن نظرية 
الماترويدات: وهي التى تعنى بدراسة مجموعات ذات "أبنية مستقلة" معرفة عليهاء 
تعمّم كلا من الاستقلال الخطي في الفضاءات المتجهة وبعض النتائج على الرسومات 
والعروض ال مذكورة في بنود سابقة من الكتاب. ومع ذلك» فإن نظرية الماترويدات بعيدة 
عن كونها تعميم من أجل التعميم ذاته . بالمقابل» فإنها تعطينا نظرة أعمق للعديد من 
مسائل الرسومات» وكذلك تزودنا ببراهين سهلة لنتائج تتعلق بالعروض والتي يصعب 
إثباتها بالطرق التقليدية. لقد لعبت الماترويدات دورا مهما في تطور فكر التركيبات في 
السنوات الأخيرة. 

أمل أن يكون هذا الفصل التقديمي مفيدا في تهيئة الفكرة وفي وصف المباحث 
القادمة. سنباشر الآن المادة بطريقة رياضية بحتة. 


١١ Introduction معدهة‎ 


تمارين رقم )١(‏ 
(1 اكتب عدد الرؤوس وعدد الأضلاع ودرجة كل رأس في : 
() الرسم في الشكل رقم (1,5). 
(ب) الشجرة في الشكل رقم .)١.١5(‏ 





الشكل رقم )١,١4(‏ شجرة : 


(1۲( ارسم الرسم الذى يمل نظام الطرق 8 الشكل رقم E183‏ واكشب عدد 


الرؤوس وعدد الأضلاع ودرجة كل رأس. 


ge r eR _____‏ کے کے ے ل کے ت ج وهی 
E # Raa maga gear EEE EEE‏ 


EN 





الشكا رقم )١,١5(‏ نظام طرق . 


00 يشل الشكل رقم )١,1١(‏ الجزيئات الكيميائية للميثان (:013) والبروبان 
.(C;Hş)‏ 
( أ ) باعتبار هذه الأشكال رسومات؛ ما الذي يمكنك قوله عن الرؤوس التي 
تمثل ذرات الكربون (©) وذرات البيدروجين (11)؟ 
(ب) هناك جزيئان كيميائيان مختلفان للصيغة 011,0 » ارسم الرسمين المناظرين 
لبذين الجزيئين. 


بروبات ميثان 
الشكل رقم )١,١5(‏ الجزيئات الكيميائية للميثان والبروبان . 
(0) ارسم رسما مناظرا لشجرة العائلة في الشكل رقم .)١,١7(‏ 


جول 
سس سس سيأ سي سمي دعس يسع 
جيل جاين جين جو 
5055 | | 
بن بل كيني جيني 


الشكل رقم )١,۱۷(‏ شجرة عائلة . 


اسل يسلكها شخص ف متاهة هامبتون كورت كما في الشكل رقم (۱,۱۸). 
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الشكل رقم )١,١/(‏ متاهة هامبتون كورت . 


SE Introduction مقدمة‎ 


(۱,1) بافتراض أن جون يرغب في العمل مع جوان وجين وجاين ؛ أما جو فيرغب في 
العمل مع جاين وجوان؛ وبافتراض أن جين وجوان ترغبان في العمل مع 
سنا ارسم رسما موجها يوضح ارتباطات العمل الممكنة بين جون وجوان 
وجين وجاين وجو. 

(10) باعتبار أن الثعابين تأكل الضفادع ؛ وأن كلا من الطيور والعناكب تأكل 

الحعشرات ؛ وأن الضمادع تأكل الحلازين والعناكب والحشرات. ارسم اا 
موجها بمثل هذه النزعة الافتراسية. 


FF 


(الفمت ل( اور 


تعاريف وآمثلة 


Definitions and examples 


Benjamin Dısraelı 


نبني في هذا الفصل تأسيساً قويما لدراسة نظرية الرسومات. يعطي البند ۲ تعاريف 
رياضية للمفاهيم الأساسية المذكورة في الفصل الأول؛ أما البند ۳ فيحوي تنوعا من 
الأمثلة. وف البند >٤‏ سنعرض كيف أنه يمكن استخدام الرسومات لحل ثلاث مسائل في 
الرياضيات الترفيهية. وسنؤجل عرض العديد من التطبيقات الأساسية الأخرى حتى 
يكون فى متناولنا أدوات ومعلومات أكثر (انظر البندين رقمى ۸ و .)١١‏ 


تعاريف Definitions‏ 
يتألف الرسم البسيط (طمهمع ءامسنة) 6 من مجموعة غير خالية (7/6 
عناصرها تسمى قوسا vertices)‏ أو »)n0ds‏ وجموعة منتهية (6)£ من أزواج غير 
مرتبة ومختلفة لعناصر مختلفة من (1)6 تسمى أضلاعا .(edges)‏ نسمي (۷)6 مجموعة 
الرؤوس و (5)6 مجموعة الأضلاع للرسم 6. نقول إن طلم {v,w}‏ يربط (join)‏ 


ت 


۱٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


الو امسن ف ا ينا وعادة ما درمز له بالرمز «. فمثلا ) 0 الشكل رقم EP‏ رسما 
طا 6 جموعة رؤوسه هى [2,س,7)6(=)».۷ و مجموعة أضلاعه E)6(‏ تتكون من ۷z,‏ 


. VW, HW, HY 


A / 
24 


ب 


الشكل رقم (۲,۱) رسم بسيط . 


في أي رسم بسيط يوجد على الأكثر ضلع واحد يربط أي رأسين. ومع ذلك؛ 
فإنه يمكن تعميم العديد من النتائج الخاصة بالرسومات البسيطة للرسومات الأخرى 
التي محوي عدة أضلاع متكررة بين رأسين. علاوة على ذلك»› رما تخلينا عن قيد ربط 
الضلع لى سيك مختلفين» وسمحنا بو جود العرّى (وم100)- وهي الأضلاع التي تربط 
ازا تسن نسمى الرسم الذى يسمح فيه بوجود العرى والأضلاع المتكررة 55 
58 (طصهمع اgener)›‏ أو ببساطة رسما («مهمع) (انظر الشكل رقم ۲.۲). وعليه» 
فإن كل رسم بسيط هو رسم راس كل رسميكوة رسا ينيط 


2 ل 


Ww 





الشكل رقم ah‏ راسم . 


تعار يف و أمثلة Definitions and examples‏ ا ١‏ 


إذنء يتكون الرسم © من مجموعة منتهية غير خالية (7)6 عناصرها تسمى 
رؤوساً (و»عفاء»”)» وعائلة منتهية (6) من أزواج غير مرتبة (ليست بالضرورة مختلفة) 
فخ عناص 006 سي أضلاعا (6085) ؛ إن استخدام لفظة عائلة يسمح بوجود 
الأضلاع المتكررة*. نكتب ((6=)7)6(,5)6 ونسمى (7)6! مجموعة الرؤوس و (78)0 
عائلة الأضلاع (رانسة؟ #عله) للرسم ©. نقول إن الضلع (,497 یربط الرأسين ۷ و ب 
ومرة أخرى نرمز له بالرمز «د. إذن في الشكل رقم (۲,۲)ء› (2,لانا)-(17)6 و (6G)غ‏ 
تتألف من سء س (مرتان)ء محر (ثلاث مرات)» ممه (مرتان)» و 2س. لاحظ أن كل 
غروة « تربط الرأس « ينفسه. ويالرغم من أننا نقصر اهتمامنا أحيانا على الرسومات 
البسيطة » إلا إننا سنبرهن نتائجنا للرسومات العامة متى ما كان دلك تمكنا. 

ليس هناك معيار متفق عليه للغة نظرية الرسومات؛: فكل مؤلف له مصطلحاته 
الخاصة يقد امش وخم لظ رس ليعش ما اسا رمسا يسيظاء أ الرس 
الذى أضلاعه موجهة › أو للرسم الذي يحوي عفادا 3 نهائيا من الرؤوس أوالأضلاع. 
سنناقش الرسومات الموجهة في الفصل السابع والرسومات غير المنتهية في البند 17. إن 
يا من تلك التعاريف ستكون مقبولة تماما بشرط أن تستخدم استخداما متوافقا. وفي 
هذا الكتاب» كل الرسومات هي رسومات منتهية وغير موجهة ويسمح بوجود العرى 
والأضلاع المتكررة إلا إذا استثنينا ذلك في حينه. 


التماثل Isomorphism‏ 
تقول عن رسمين :© و د6 إنهما متماثلان (ءنطم 0۲ ه) إذا وجد تقابل بين رؤوس 


* استخحدمنا لفظة "عائلة" ليع تحمعا من عناصر را تواحد بعضها عدة مرات؛ مثلا إع,ط,ة4 هي بجموعة ولكن 


{a,a,c,b,a,c}‏ هي عائلة. 


1۸ مقدمة في نظرية الر سومات 


تربط الرأسين المناظرين في «6» وعليه فإن الرسمين الموضحين في الشكل رقم (۲.۳) هما 
رسمان متماثئلان باعتبار التقابل 7 ج> 0,2 ج> ر ,م ج» × ,۸ جه Ww‏ جه نر,] جه 1. 
إن تسمية الرؤوس وتعليمها (ع«ةااءطه1) غير ضروري في العديد من المسائل» ولذا ربما 
اجا عن فلك ق بض الأسياة . واللالك تقول إن رسن "قير سل الان إذا 
أمكننا تعليم الرؤوس بحيث إن 'الرسمين اا الناتجين يكونان متماثلين. 


نم 





الشكل رقم (5,؟) رمان متماثالات . 


فمثلا الرسمان غير المعلمين في الشكل رقم (4.؟) هما متماثلان لآنه بإمكاننا 
تعليم الرؤوس كما في الشكل رقم (۲.۳). 

ويظهر الفرق جليًا بين الرسومات المعلمة وغير المعلّمة عندما تحاول عذهم. 
فمثلا إذا ألزمنا أنفسنا بالرسومات التي عدد رؤوسها ثلاثة» فإن هناك» باعتبار 


١ 3 Definitions and examples تعاريف و أامثلة‎ 


المائل» ائية رسوعات ختلقة معلمة وققط أريعة وسوماح غير علب (انظر الكل 
کے د وا دعا ا کون والطها مع الاق سكا إن کا ایک رسدمات 
معلمة أم غير معلمة. 









3 2 3 2 3 2 


الشكل رقم (ه,؟) الرسومات المعلمة ذات الغلاث رؤوس . 








ؤ ©--© © نا 
الشكل رقم (5,؟) الرسومات غير المعلمة ذات الثلاث رؤوس . 


الترابط Connectedness‏ 
بإمكاننا تركيب رسمين لتكوين رسم أاكبر. فإذا كن لدينا رسمان 
ل ,ل )!1)-,© و I)‏ ,ل ©)!1)- 0 حيث ٠/7)61(‏ و ۲)6G(‏ مجموعتان منفصالتان › 
فان المحادهما (سمنسس) ريا نا ,6 هو الرسم الذي مجموعة رؤوسه 
هي (,6©) 1ن (,7)6 وعائلة أضلاعه هي (,8)06 ندا (,6)£ (انظر الشكل رقم ۲,۷). 


| مقدمة في نظرية الرسومات 





Gı ب‎ Go 


الشكل رقم (۲,۷) اتحاد ر مين . 


معظم الرسومات التي ناقشناها حتى الآن هي رسومات ذات جزءٍ واحد . 
نقول عن رسم إنه مترابط (60»ههمه) إذا لم يكن بالإمكان التعبير عنه كاتحاد 
رسمين» كما نقول إنه غير مترابط (415608762060) في خلاف ذلك. من الواضح أن أي 
رسم غير مترابط یکن التعبير عنه كاتحاد رسومات مترابطة» كل من هذه الرسومات 
خابط تسس 57 (component)‏ للرسم ©. يوضح | الشكل رقم (۲,۸) اسسا ذا 
ثلاث مر کبات. 





الشكل رقم (۲,۸) رسم غير مترابط . 


عند إثنات العا م ارماك بطل عام انا ارا سادا ان تج المناظرة 
بالنسبة للرسومات المترابطة ومن ثم نطبقها على كل مركبة على حدة. , . يتضمن الشكل 
رقم (4.؟) جدولا بكل الرسومات المترابطة غير المعلمة والتى تحوي على الأكثر خمسة 


روؤوس. 


۲١ Definitions and examples تعار يف وأمثلة‎ 





الشكل رقم (5,؟) الرسومات المترابطة غير المعلمة ذات الخمسة رؤوس على الأكثر . 


اجاور Adjacency‏ 
نقول عن رأسين و EW‏ رسم G‏ إنهما متجاوران (adjacent)‏ إدا ولحل ضلع 
«» يربطهماء ومن ثم نقول إن الرأسين ۷ و س مرتبطان (26ء0مة) بمثل ذلك الضلع. 


3 مقدمة في نظرية الر سومات 


بالثل» نقول إن ضلعين مختلفين © و ۴ متجاوران إذا كان هناك رأس مشترك بينهما 





ا 1 11 1 


ضلعان متجاوران ١‏ رأسان متحاورال 


الشكل رقم )١,٠١(‏ تجاور الرؤوس وتجاور الأضلاع . 


درجة الرأس ۷ في الرسم © (degre¢)‏ هى عدد الأضلاع المرتبطة اا c۷‏ 
ويرمز لذلك بالرمز (068)0 ؛ لاحظ أنه في حساب درجة رأس « فإننا عادة نتفق على أن 
العروة عند ۷ تساهم تقدآر 2 (بدالا من )١‏ في درجة «. نسمى الرأس الذى درحته 0 
5 سو «(isolated vertex)‏ والرأس الذى درجته 1 ورقة (×عا۷e-ل"ه).‏ وعليه فان 
كلا من الرسسين ف الشكل رقم 4.113 لورفا بوكلؤثة رؤوس من دیب 42 يتما 
الرسم في الشكل رقم (۲.۱۲) له ورقة واحدة ورأس واحد درجته 3 ورأس واحد 
درجته 6 وأخر درجته 8. متتالية الدرجات (ععدعناوةة أموعل) لرسم عبارة عن درجات 
الرؤوس مكتوبة تصاعديا وقد تتكرر بعض الدرجات حسبما يتطلب الأمر. على سبيل 
الكال :+ متتاليات الدرجات للرسومات فى الشكلين رقمي 01 ف 355 5) يها 


)2 ا ا ا 





© © © هو »6 


الشكل رقم )۲,۱١(‏ رمان متتاليان درجاهما متطابقان . 


تعار یف وأمثلة Definitions and examples‏ لذن 


L/ 2 





الشكل رقم (۲,۱۲) رسم عام . 


لأسوتل ا ٤‏ أي رسم فإن حاصل جمع درجات جميع الرؤوس هو عدد 
زوجي - بل فى الحقيقة» هو ضعف عدد الأضلاع ؛ لأن كل ضلع يساهم بمقدار 2 
بالضبط في ذلك المجموع. تسمى هذه النتيجة» والتي تُعزى أساسا إلى ليونارد أويلر 
(Leonhard Euler)‏ في عاما اام ؛ بتمهيدية المصافحة (handshaking Iemma)‏ ؛ لأنها 
تقتضي أنه إذا تصافح مجموعة من الأشخاص فإن عدد الأيدي المتصافحة يجب أن 
يكون زوجيا؛ وذلك لأن كل مصافحة تحتاج يدين اثنتين فقط. وكنتيجة مباشرة 
لتمهيدية المصافحة نجد إن عدد الرؤوس الفردية (أي التي درجتها فردية) في أي رسم 


هو عدد روجي. 


الرسومات اجزئية وطمھإعSub‏ 

الرسم اججرئي (اصة:ةطلاة) : من رسم 6 هو رسم رؤوسه تنتمي إلى (6) 
وأضلاعه تنتمي إلى (5)6. وبناء على ذلك فإن الرسم في الشكل رقم (۲,۱۳) هو رسم 
جزئي من الرسم في الشكل رقم (1,154) ولكنه ليس رسما جزئيا من الرسم في الشكل 
رقم (١٠,۲)؛‏ لأن الرسم الأخير لا يحوي 'مثلغ". 


:5 مقدمة في نظرية الرسومات 





Fs YT) الشكل رقم‎ 





الشكل رقم (۱۵,). 


وبإمكاننا الحصول على رسومات جزئية بمجرد حذف أضلاع ورؤوس. إذا كان 
» ضلعا في رسم © : فاننا نرمز للرسم الناتج من © بعد حذف » بالرمز ©-6©. وبشكل 
بعد حذف الأضلاع في #. بالمثل» إذا كان « رأسا في »G‏ فإن «-© يرمز للرسم الناتج 
من © بعد حذف «مع الأضلاع المرتبطة به. وكذلك إذا كانت 5 أي مجموعة رؤوس في 


E Definitions and examples تعار يف و أمثلة‎ 


l4‏ ا ر 





G=—a )‏ 
الشكل رقم (5١,؟)‏ زف الرؤوس وحدف الأضلاع 


نستخدم كذلك الرمز ١ا6‏ للرسم الناتج بعد تقليص الضلع ء= ٠ء‏ أي حذف 
» ومطابقة طرفيه « و ليصبحا رأسا واحدا مرتبطا بتلك الأضلاع التي كانت مرتبطة 


بالرأس « أو « (بخلاف الضلع .)٤‏ يوضح الشكل رقم (۲.۱۷) مثالا على ذلك. 


VW 





الشكل رقم (۲,۱۷) تقليص ضلع . 


التمثيلات المصفو فية Matrix representations‏ 
بالرغم من أنه من المريح غثيل الرسم باستخدام شكل من النقاط والخطوط › 
إلا إن مثل هذا التمثيل قد لا يكون مناسبا إذا أردنا تخزين رسم ضخم في الحاسب. 


١‏ مقدمة فى نظرية الر سومات 


إاحدى الطرق لتخزين رسم بسيط هي أن نسرد الرؤوس المجاورة لكل رأس في الرسم. 
وكمثال عل ذللل: الرسم في الشكل رقم (۲,۱۸). 





: 
الشكل رقم (۲,۱۸) تخرين رسم بسيط . 


وهئاك تمثيلات مفيدة أخرى تستخدم المصفوفات. إذا كان © رسما رؤوسه 
ا كما يلي : (م,...,41,2» فان مصفوفة التجاور 4 (adjacency matrix)‏ للرسم 0 
هى مصفوفة مربعة من الدرجة ۸ ×۸ عنصرها العام في الصف 1 والعمود [ هو عدد 
الأضلاع التي تربط الرأس : بالرأس / . وإذا كانت الأضلاع» كذلك» معلمة 
(1,2,...,20)» فإن مصفوفة الارتباط M‏ (<71313 عهمء010م1) هى مصفوفة من الدرجة 
× عنصرها العام في الصف ا والعمود زهو 1 إذا كان الرأس : مرتبطا بالضلع ز ؛ 
و 0 خلاف ذلك. يبين الشكل رقم 9 سنا سلما مع مصفوفتي التجاور 
والارتباط الخاصتين به. 


1 0 0 1 0 6 
+ 13 0 0 1 1 
0 1 1 0 0 60 
14خ‎ 1 FF 





الشكل رقم )۲,٠۹(‏ مصفوفتا التجاور والارتباط لرسم معلم . 


تعار یم و أمثلة Definitions and examples‏ ¥ 


تمارين رقم (؟) 
(0 اكتب مجموعة الرؤوس ومجموعة الأضلاع لكل رسم في الشكل رقم (77). 
(۲۲) ارسم 
3 وسا يط 
(ب) رسما غير بسيط بدون عرى : 
اسما غير رسي ظ يدون أشالام کر بحريك الكوة علد رزوس كل ينها 
خمسة وعدد أضلاع كل منها ثمانية. 
(۳ ( 1 ) أثبت أن الرسمين في الشكل رقم )۲,۲١(‏ متماثلان وذلك باستخدام 
تعليم مناسب للرؤوس. 
الرسمان في الشكل رقم (۲,۲۱) متماثلين. 


ابيا 





و 
١‏ 
١‏ 
١‏ 


الشكل رقم .)3,7١(‏ 


لذ له شاه لت كه نك له 





الشكل رقم (١؟,5؟).‏ 


۲۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


: اذكر ما إذا كانت أي من الجملتين التاليتين صحيحة أم خاطئة‎ )۲٤( 
آ) كل رسمين متماثلين يكون لبما نفس متتالية الدرجات.‎ ( 
(ب) كل رسمين لہما نفس متتالية الدرجات يكونان متماثلين.‎ 
أ ) أثبت أن عدد الرسومات المعلمة التي عدد رؤوس كل منها ” هو بالضبط‎ ( )۲۵( 


g(r ل‎ 


(ب) كم من تلك الرسومات نحوي بالضبط " ضلع؟ 
(5)77 لكل من الرسومات في الشكل رقم (۲,۲۲) أوجد الرسم الذي ياثله في 
الجدول المبين في الشكل رقم (5,5). 





الشكل رقم (۲۲,). 


(۲,۷) اكتب متتالية الدرجات لكل رسم عدد رؤوسه أربعة في شكل 29.2 ثم تحقق 
من صحة تمهيدية المصافحة لكل رسم. 
(۲,۸) ( أ ) ارسم رسما عدد رؤوسه ستة له متتالية الدرجات (3,3,5,5,5,5)؛ هل 
يوجد رسم بسيط بهذه الدرجات؟ 
(ب) كيف ستكون إجابتك للفقرة ( أ ) إذا كانت متتالية الدرجات هي 
233557( ؟ 
30" إن انا 8 رسما سیا خرى على الأقل زاسن» ات أ60 نب أن موق 
على الأقل رأسين لبما الدرجة نفسها. 


۲۹ Definitions and examples تعار يتف وأمثلة‎ 


(١١1؟5)تح‏ أي من الرسومات في الشكل رقم ۷ ) هى زسومات جزئية من تلك التى 
في الشكا رقم (١5,؟)‏ ؟ 





الشكل رقم (7,7). 
(۲,۱۱) لنفرض أن © رسم عدد رؤوسه ۸ وعدد أضلاعه س وليكة ۲ راسا عن © 
درجته # » و ٤‏ ضلعا في ©. كم عدد الرؤوس والأضلاع في الرسومات Gle,‏ 
G-v, G-e‏ ا 


1 ش 





7 
الشكل رقم (4؟7,؟). 
0 1 


0 
0 
0 
1 


م لے لے اا 


0 
ا 
1 
0 
0 


بز انم gy‏ عم 2 
2 


ا 1 


0 مقدمة في نظرية الرسومات 


0 0 1 1 1 1 1 Û 

00 1 YH LO O Û ذل‎ 

0 0 0 0 0 0 0 1 

| 0 1 0 1 0 1 4 

8 0 1 0 08 0 1 1 
الفكل رقو 8 


( )ارس مالرسم الذي مصفوفة تجاوره هي تلك المعطاة في الشكل رقم 


0 
5 ارسم الريسم الذى مصفوفة ارتباطه هي تلك المعطاة في الشكل رقم 
TI‏ 


(۲,۱) إذا كان 6 رسما بدون عرى» ماذا يمكنك قوله عن مجموع العناصر في 
(]) أي صف أو أي عمود في مصفوفة التجاور للرسم 6؟ 
(ب) أي صف في مصفوفة الارتباط للرسم 6؟ 
(ج) أي عمود في مصفوفة الارتباط للرسم 06؟ 

5 8 کات 8 رسا سيط سوط الثلاسه (6لاء. خان القشاء الج ( بب 
»همة) للرسم © هو الفضاء المتجه على الحقل 2» الأعداد الصحيحة قياس 
2: والذي عناصره هي مجموعات جزئية من (2)6. المجموع 2+7 جموعتن 
جزئيتين £ و 7/ هو مجموعة الأضلاع التي في ع أو في / ولكن ليس في 
كلتيهماء كما نعرف الضرب بعدد كالتالي: 1.5-8 و # - 0.8. أثبت أن 
تلات یر ل لطا وھا على وله واد اساسا له 


15 Definitions and examples تعار يف وأمثلة‎ 


أمثلة Fxamples‏ 
ستاو ل ٤‏ هذا البند بعضا من الأنواع المهمة للرسومات. يجب أن تصبح هذه 


الرسومات مألوفة لك ؛ لأنها ستظهر باستمرار فى الأمثلة والتمارين. 


الرسومات الصفرية كطمواع Null‏ 

الرسم الصفري (۸مھrاع‏ ااnu)‏ 

هو رسم مجموعة أضلاعه هي المجموعة الخالية. نرمز للرسم الصفري الذي 
عدد رؤوسه « بالرمز 7 ؛ ۷ موضح في الشكل رقم (۲,۲۷). لاحظ أن كل رأس في 


الرسم الصفري هو رأس معزول. واعلم أن الرسومات الصفرية ليست بتلك الأهمية. 
® ل 


الشكل رقم (۲,۲۷) رسم صفري . 


Complete graphs الرسومات التامة‎ 

الر سم العام (complete graph)‏ 

هو رسم بسيط بحيث يكون كل زوج من الرؤوس المختلفة متجاورين. نرمز 
للرسم التام الذي عدد رؤوسه « بالرمز ,1 ؛ × و × موضحان في الشكل رقم 


(۲,۲۸). تأكد من أن عدد أضلاع ,× هو 701-1(/2. 


و مقدمة في نظرية الرسومات 





الشكل رقم (۲,۲۸) رمان تامّان . 


الدو رات و المسار ات و العجلات Cycle graphs, path graphs and wheels‏ 

الرسم الدورة )hصgrap (cycle‏ 

هو رسم مترابط وكل رأس فيه درجته 2. نرمز للرسم الدورة التى عدد رؤوسها 
بالرمز ۾ ؛ الرسم الناتج من ,)0 بعد حدف ضلع پسمی الرسم المسار (path graph)‏ 
على ” رأس» ويرمز له بالرمز ,2. أما الرسم الناتج من ,.,© بعد ربط كل رأس لرأس 
جديد 7 فيسمى العجلة (88661) على ” رأس» ويرمز له بالرمز ,7. الرسومات .7 


.)۲,۲۹( موضحة في الشكل رقم‎ 8 Ce 





الشكل رقم )۲,۲۹١(‏ العجلة , المسار . الدورة . 


تعار يف وأمثلة Definitions and examples‏ بع سن 


الرسومات المنتظمة وطامومع Regular‏ 

سين الت الل ج رورس اة مها رط مكنا سحو 
«ادةمع). إذا كانت درجة كل رأس هي + فنتقول إن الرسم منتظم من درجة 
7 (arاuعeا-ا).‏ وكحالة خاصة ومهمة الرسومات المنتظمة من درجة 3 والتى تسمى 
الر سو مات التكعيبية )cubie graphs)‏ ؛ و کمتال عليها رسم بيترسن (Petersen graph)‏ 
والموضح في الشكل رقم (۲,۳۰). لاحظ أن الرسم الصفري ,2 هو رسم منتظم من 
درجة 0» والرسم الدورة ,0 هو رسم منتظم من درجة 2؛ والرسم التام ,× هو رسم 


منتظم من درجة -71. 





الرسومات الأفلاطونية وطمممع Platonic‏ 

من بين الرسومات المنتظمة المهمة ما يسمى بالرسومات الأفلاطونية ( عنمه)ة1م 
8ع)» وهي الرسومات المكونة من رؤوس وأضلاع المجسمات (الأفلاطونية) 
لمنتظمة- رباعي الوجوه» ثماني الوجوه» المكعب» عشروني الوجوه» اثناعشري 
الوجوه (انظر الشكل رقم .)۲,۳١‏ 


1١ 





الناعشري الوجوه عشروب الوجوه المكعب ماني الوجوه ‏ رباعي الوجوه 


الشكل رقم )۲,۳١(‏ الرسومات الأفلاطونية . 


الر سو مات ثنائية التجزئة Bipartite graphs‏ 

إذا استطعنا تجزئة مجموعة رؤوس رسم 6 إلى مجموعتين منفصلتين 4 و 8 بحيث 
إن كل ضلع يربط رأسا من 4 ورأسا من 8» فإن © يسمى رسماً ثنائي التجزئة 
tite graph)‏ ةمتط) (انظر الشكل رقم ا أو بعبارة ا الرسم الثنائي التجزئة 
هو رسم يمكن تلوين رؤوسه بالأسود والأبيض بحيث إن كل ضلع يربط رأسا أسودا 
(في 4) برأس أبيض (في 8). 

ونعرف الرسم ننائي التجزئة التام bipartite graph)‏ eteاcomp)‏ على د رسم 
ثنائي التجزئة بحيث إن كل رأس في 4 يرتبط بكل رأس في 8 بضلع واحدٍ فقط. نرمز 
للرسم ثنائي التجزئة التام والذي عدد رؤوسه السوداء ” وعدد رؤوسه البيضاء : بالرمز 
Kk‏ ؛ يوضح الشكل رقم (۲,۳۳) الرسومات د۸ ,ور ,رو ,ويك. تتحقق من أن عدد 


رۆوس Kes‏ يساوي PTS‏ وعدد أضلاعه نسياة 2 FS‏ 


۳ Definitions and examples تعار يف وأمثلة‎ 


/ 





الشكل رقم (”7",؟) رسم ثنائي التجزئة . 


١ ل‎ X 
١ 2 ظ‎ 4 | 
KAK 


4,3 





الشكل رقم (۲,۳۳) رسومات ثنائية التجزئة تامة . 


المكعبات Cubes‏ 
من بين الرسومات ثنائية التجزئة المنتظمة هناك رسومات ذات أهمية خاصة 
تعرف بالمكعبات (ءءطسء). نرمز للمكعب من درجة ۸ (5:ن-4) بالرمز :© ونعرفه على 
أنه الرسم الذي رؤوسه تناظر قالات رن وا حك إن 5 4 هي | أو 0ء أما 
أضلاعه فتربط المتتاليات التي تختلف فقط في جد واحد. لاحظ أن الرسم المكعب هو 
الرسم © (انظر الشكل رقم ). تأكد من أن عدد رؤوس © يساوي “2 وعدد 


أضلاعه يساوىق اتروع وأنه منتظم من درجة ۸. 
71 





الشكل رقم (5,"854؟) المكعب . 


“۳ مقدمة قي نظرية الرسومات 


مكمل الرسم البسيط The complement of a simple graph‏ 
إذا كان 6 رسما بسيطا مجموعة رؤوسه هي (7)6» فإننا نرمز للرسم المكمل 
للرسم © بالرمز © ونعرفه على أنه رسم بسيط مجموعة رؤوسه هي (7)6 وبحيث إن 
الرأسين متجاوران إذا وفقط إذا لم يكونا متجاورين في 6. على سبيل ال مخال» يوضح 
الشكل رقم (1.0) رسما ومكمله. لاحظ أن مكمل الرسم التام هو الرسم الصفري: 

ومكمل الرسم ثنائي التجزئة التام هو اتحاد رسمين تامين. 





الشكل رقم (7”82,؟) رسم ومكمّله ' 


تمارين رقم (۳) 
(2)7,1 ارسم الرسومات التالية : 
() الرسم الصفري :۸ ؛ 
(ب) الرسم التام مكر ؛ 
(ج) الرسم ثنائي التجزئة التام برك ؛ 
(د ) التحاد ري و ,۴ ؛ 
(ه) الرسم المكمل للدورة .٤,‏ 
(۳,1 كم عدد أضلاع كل من الرسومات التالية : 
Rot‏ (ب) رك ؛ (ج) ,0 ؛ (د ) ,17 ؛ (ه) رسم بيترسن ؟ 


۳۷ Definitions and examples تعاريف و أمثلة‎ 


(۳۳) كم عدد الرؤوس والأضلاع في كل من الرسومات الأفلاطونية؟ 
(5)7,5 في جدول الشكل رقم »)۲,٠١(‏ حدد الرسومات المنتظمة والرسومات ثنائية 
(5”) أعط مثالا (إن وجد) لكل مما يلى : 
( أ ) رسم ثنائى التجزئة بحيث يكون منتظما من درجة 5 ؛ 
(ب) رسم ثنائي التجزئة أفلاطوني ؛ 
(ج) رسم تام بحيث يكون عجلة ؛ 
(د ) رسم تكعيبي عدد رؤوسه 11. 
(ه) رسم منتظم من درجة 4 (بخلاف :۸ ۸44 ,,0). 
۳,۲ ارسم جميع الرسومات التكعيبية البسيطة والتى تحوي على الأكثر 8 رؤوس. 
(۳.۷) نعرف الرسم ثلاثي التجزئة التام ,۸ (طمهمع tripartite‏ eteاcomp)‏ بأنه الرسم 
الذى يتكون من ثلاث مجموعات رؤوس (عدد عناصرها ۲ ,د /) بحيث إن 
الضلع يربط رأسين إذا وفقط إذا انتميا إلى مجموعتين مختلفتين. ارسم الرسومات 
K2‏ و K2‏ وأوجد عدد أضلاع وہږ۸. 
(۳,۸) نقول عن رسم إنه ذاتي التكميل )self-complementary)‏ إذا كان عاثالد لمكمله. 


(1) ایت أنه إذا كان © ذاتى التكميل قان عدد رؤوس © يساوي 4 أو 4+1 


حيث kK‏ عدد صحيح. 
(ب) أوجد جميع الرسومات ذاتية التكميل التي تحوي 4 رؤوس و التي تحوي 
دذرؤوس. 


(ج) أوجد جميع الرسومات ذاتية التكميل التي تحوي 8 رؤوس. 


)۹" نرمز للرسم الضلعي (طمهمع عهذا) لرسم بسيط © بالرمز (1)6 ونعرفه على أنه 
الرسم الذي رؤوسه تقابل أضلاع 6 بحيث يكون الرأسان متجاورين إذا وفقط 
إذا كانت أضلاع © المناظرة متجاورة. 
1 )أكعث أن دك و درك لهما الرسه الضلعي نفسه. 
(ب) أثبت أن الرسم الضلعي لرباعي الوجوه هو ثماني الوجوه. 
ا اليك أنه کا کان #برسها ظا عن دري قاذ (1)0 منتظم من درجة 

.2k-2 

(د ) أوجد صيغة لعدد أضلاع (1)6 بدلالة درجات رؤوس 6. 
(ه) أئبت أن K9)ا‏ هو مكمل رسم بيترسن. 

ارده نعرف التماثل الذاتي م («مونطمءههمننده) لرسم بسيط © على أنه تطبيق 
أحادي وشامل من مجموعة رؤوس © إلى نفسها بحيث إن الرأسين («)م 
و(6)1 متجاوران متى ما كان « و متجاورين. ونعرف زمرة التماثلات 
الذاتية (7)) 1 (مناممع دمدنطاممسمابع) للرسم © على أنها زمرة تماثلات 6 
الذاتية تحت عملية التحصيل. 
0 أثبت أن الزمرتين (1)06 و 3659 معمائلتان. 
با اوعد الوض (182 ؛ TO) FE.)‏ 
(ج) استخدم نتائج الجزئين ( أ ) و (ب) وتمرين (۳.۹) (ه) لإيجاد زمرة 


التمائلات الذاتية لرسم بيترسن. 


انه ألغاز Three Puzzles‏ 
تقدم في هذا البند ثلاثة ألغاز ترفيهية يمكن حلها باستخدام أفكار تتعلق بالرسومات. 
في كل لغزء لاحظ كيف أن | انيه ستخدام تمثيل الرسم يجعل المسألة أسهل للفهم بكثير. 


۳۹ Definitions and examples تعاريف وأمثلة‎ 


مسألة الدوائر الثمانية The eight circles problem‏ 
ضع الحروف ٤ AB, COEF, GEH‏ الثمانية دوائر ف الشكل رقم (FT‏ 
يث لا يكون الخرف جاورا رقو يليه في المجائية. 


سم 





الشكل رفم aT‏ الدوائر الثمانية . 


لاحظ أولاً أن تجريب جميع الإمكانيات ليس عملياً؛ لأن هناك 40320-/8 
طريقة لوضع الأحرف في الثمانية دوائر. لذا فإننا نحتاج إلى طريقة أكثر تنظيما. 
لاحظ أن : 
( أ ) أسهل حرفين يوضعان في الدوائر هما 4 و 77 ؛ لأن كلا منهما يمنع من أن 
قارو عرفا واعذا فط (بالسعديد قو 6 على ارتي 
(ب) أصعب الدوائر التي ستملا هي تلك التي في الوسطء لأن كلا منها 
مجاورة لست دوائر أخرى. 
لذا فإننا نضع م و 7 فى الدائرتين الوسطيين. إذا وضعنا 4 يسار 477» فإن 
الأوضاع الممكنة للحرفين 8 و © هي فقط كما هو موضح في الشكل رقم (۲,۳۷). 
| سس ذا 





الشكل رقم (۲,۳۷) الدوائر الثمانية . 


1 مقدمة ف نظرية الرسومات 


ومن ثم لابد من وضع الحرف © في الجانب الأيسر من الشكل ؛ و ٣‏ ف الجانب 
الأمن. ومن السهل الآن وضع الحرفين الباقيين كما هو موضح في الشكل رقه 
(۳۸,(. 





الشكل رقم (۲,۳۸) حل مسألة الدوائر الثمانية . 


Six people at a party ستة أشخاص في حفلة‎ 

أثبت أنه في أي تجمع لستة أشخاص فإنه إما أن يوجد ثلاثة أشخاص كل منهه 
يعرف الآخر أو يوجد ثلاثة أشخاص كل منهم لا يعرف الإثنين الآخرين. 

لحل ذلك» نرسم رسما مثل فيه كل شخص برأس» ونربط رأسين بضلع 
متصل إذا كان الشخصان المناظران يعرفان بعضهماء وبضلع منقط في خلاف ذلك. 
يحب أن نثبت أنه دائما يكون هناك مثلث بأضلاع متصلة أو مثلث بأضلاع منقطة. 

لنفرض أن « أي رأس. إذن هناك بالضبط خمسة أضلاع مرتبطة بالرأس 
«» متصلة أو منقطة» ومن ثم يحب أن يكون على الأقل ثلاثة من هذه الأضلاع 
من النوع نفسه. لنفترض أن ثلاثة من تلك الأضلاع هي أضلاع متصلة (انظر الشكل 
رقم ۲,۳۹) ؛ الحالة الأخرى عندما يكون هناك على الأقل ثلاثة أضلاع منقطة تعالح 
بالمثل. 


2 Definitions and examples تعار يف وأمثلة‎ 





الشكل رقم (۲,۳۹) مسألة الستة أشخاص . 


إذا كان الشخصان المناظران للرأسين س و × يعرفان بعضهما فإن ‏ و س« و × 
تشكل مثلثا بأضلاع متصلة» كما هو مطلوب. بالمثل إذا كان الشخصين المناظرين 
للرأسين ‏ و برء أو للرأسين × و ر يعرفان بعضهما. وبالتالي فإننا نحصل مرة أخرى 
على أضلاع متصلة. هذه الحالات الثلاثة موضحة في الشكل رقم .)5.5٠(‏ 

أخيراء إذا لم يكن أي شخصين من الأشخاص المناظرين للرؤوس « و × و ر 
يعرفان بعضهماء فإن « و × و ر تشكل مثلثا بأضلاع منقطة» وهو المطلوب (انظر 
الشكل رقم .)5.5١‏ 





الشكل رقم )١5,4٠(‏ الحصول على مثلث . 





الشكل رقم (١5,41؟)‏ الحصول على مثلث . 


The four cubes problem مشالة الک ات الأربعة‎ 


ختتم هذا البند بلغز اشتهر باسم الحنون اللحظى „(Instant Insanity)‏ 
كما في ا لشحا. رقم (2,) هل مكنذا تر کيا عموديا مع ب بعضها البعض بحيث إن 
كل الألوان الأربعة تظهر على كل جانب من جوانب البناء العمودي الناتج ذي البعد 
1 >< 4. 





الشكل رقم (47,؟) مسألة المكعبات الأربعة . 


بالرغم من أن هذه المكعبات يمكن أن تركب بآلاف الطرق المختلفة» إلا أن 
هناك طريقة واحدة فقط تعطى الحل. 


E Definitions and examples تعاريف و أمثلة‎ 


نحل هذه المسألة بتمثيل كل مكعب برسم ذي أربعة رؤوس ؛ رع (YG iB‏ 
واحد لكل لون. فى كل من هذه الرسومات» يكون الرأسان متجاورين إذا وفقط إذا 
(5,؟) الرسومات المناظرة للمكعباث فى الشكل رقم (؟4,؟). 


A 6 8 E 
0 ظ‎ 
35 . 1 
0 € ۷ 


4 مكعب 3 مكعب 


> ® 5 





الشكل رقم (57,؟). 


نركب الآن هذه الرسومات لتكوين رسم جديد © (انظر الشكل رقم )۲,٤٤‏ 





الشكل رقم (4 5,؟). 


يمكن حل هذا اللغز بايحاد رسمين جزئيين من 6 › رط و cH:‏ نحخيث نعرف في 


٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


لونين يظهران على يسار ويمين كل مكعب. إذنء فالرسمان ,78 و ۸1 لبما 
الخصائص التالية : 

(أ) كل منهما يحوي بالضبط ضلعا من مكعب ؛ هذا يؤكد إن كل مكعب له 
مقدمة وخلفية ووجهان أيسر وأيمن؛ ونعرف من الرسمين الجزئيين أي 
الألوان تظهر على هذه الأوجه. 

(ب) ليس هناك أضلاع مشتركة بين الرسمين ,47 و 8 ؛ وهذا يؤكد أن الأوجه 
في المقدمة والخلفية مختلفة عن تلك التي في الجانبين. 

(ج) كل منهما رسم منتظم من درجة 2 ؛ ومن ذلك نعلم أن كل لون يظهر 
بالضبط مرتين على جانبي البناء العمودي (مرة واحدة على كل جانب) 
وبالضبط مرتين على المقدمة والخلفية (مرة واحدة على المقدمة ومرة 
واحدة على الخلفية). 


يوضح الشكل رقم )۲,٤١(‏ الرسمين الجزئيين المداظرين لمثالنا هذاء ويمكن 


فراءة الحل من هذين الرسمين كما في الشكل رقم (5.51). 
8B‏ 8 5م 





يسار ويمين مقدمة وخلف 


Hh 
. الرسمان الجزيئات المناظران‎ )۲, ٤ الشكل رقم (ت‎ 


2 Definitions and examples تعاريف و أمثلة‎ 





تمارين رقم (4) 
(5)5,1 أوجد حلا آخرا لمسألة الدوائر الثمائية. 
(5,0)* أثبت أنه يوجد تجمع ما لخمسة أشخاص بحيث إنه لا يوجد من بينهم ثلاثة 
يعرفون بعضهم البعض» كما لا يوجد من بينهم ثلاثة لا يعرف كل منهم 
الشخصين الآخرين. 
)٤.۳(‏ أوجد حلا لمسألة المكعبات الأريعة مجموعة المكعبات في الشكل رقم .)۲.٤١(‏ 






ال لخا رقم (550,؟). 


(44:5 أثبت أن ليس هناك حل لمسألة المكعبات الأربعة لمجموعة المكعبات فى الشكل 
رقم .)۲,٤۸(‏ 


3 مقدمة في نظرية الرسومات 
أ . 





الشكل رقم (5/5,؟). 


(1.5)” أثبت أن حل مسألة المكعبات الأربعة المعروض ف المثال المحلول هو الحل 
الوحيد لتلك المجموعة من المكعبات. 


نمل الال 





المسارات والدورات 


Paths and cycles 


Ella Wheeler Wilcox 


لدينا الآن ذخيرة معقولة من المعلومات عن الرسومات» وبإمكاننا دراسة خواصها. 
لعمل ذلك» نحتاج بعض التعاريف التي تبين كيفية الانتقال من رأس لآخر . سنتطرق 
إلى هذه التعاريف في البند 0 ونثبت بعض النتائج المتعلقة بالترابطية. في البندين 1" و ۷ 
سندرس نوعين محددين من الرسومات» وهي الرسومات التي نحوي طرقا هسعخدهة 
جميع الأضلاع ؛ والرسومات الحاوية لدوراتٍ مستخدمةٍ جميع الرؤوس. ونختم هذا 
الفصل بالبند ۸ الذي يعطي بعض التطبيقات على المسارات والدورات. 


العرابطية Connectivity‏ 
ليكن © رسما ماء تعرف الممر (غلاة») في الرسم © على أنه متنالية 
منتهة من الأضلاع على الصورة Fm‏ .وه ¥1 واوا ¢ وهر له كذلك بالرمز 


27 


۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


ولو و يرو ولاك لل جد N‏ فيك إن كل ضلعين متتاليين يكونان متجاورين أو 
متطابقين. يحدد مثل هذا الممر متتالية من الرؤوس «......:. نسمي 0 الرأس 
الابتدائي (<عاتء؟ اهنانمة) و ,نا الرأس النهائي (17:1©2هم5) للممرء ونقول إنه ممر 
من ١١‏ إلى ««. عدد الأضلاع في الممر يسمى طول (1638)8) الممر؛ فعلى سبيل المثال؛ 
في الشكل رقم (59,1), ۷ جا مر جد ع ج ےج رج عر جه بير ج ر هو عر بطول 7 


من ا إلى «. 
سي / حير سے 
ەر | ا 


الشكل رقم )",١(‏ الممرات . 


إن مفهوم الممر هو مفهوم عام جداء ولذا سنضع بعض التقييدات. نسمي الممر 
الذي تكون جميع أضلاعه مختلفة طريقا (لذهم:)؛ وإذا كانت الرؤوس مختلفة أيضاً (ما 
عداء ربا ,,نتمنا) فإن الطريق يسمى مسارا (48هم). يكون الطريق أو المسار مغلقا 
)closed(‏ إذا كان «ناتولاء والمسار المغلق الحاوى لضلع واحدٍ على الأقل يسمى دورة 
.(cycle)‏ 

ولتوضيح هله المفاهميم» لنعتبر الشكل رقم .)۴,١(‏ نلاحظ أن 
× ج z2‏ ج ع جد رج يرج سج ر هو طريق. وأن 2 ج رج يرج برج نر هو 
ار وان لج و3 جه wh Rn‏ وأن 
۷ ج برج × ج« ج « هي دورة. نسمي الدورة التي طولبا 3 مثلثا (#اعسدفى). 


6 Paths and cycles المسارات والدورات‎ 


لاحظ أن الرسم يكو ن مترابطا )connected)‏ إذا وفقط اذا کان هناك مسار بين 
كل كم من الرؤوس (انظر 1 لش رقم و ê‏ 
1 1 


9 , / ظ 
”ير 
| 7 
ا 3 
1 / 
/, 
و 
"لبر 
ير 
س 5-5 





الشكل رقم (؟,") الترابط . 


لاحظ 5 أن € رسم ا التجزئة ادا وفقط ادا كان طول كل دورة في © زوجيا. 


سئشت 30 هده النتيجة هنا تاركين إثبات معكوسها لاف (انظر رين 2286 


مبرهنة رقم (1.). إذا كان © رسماً ثنائي التجزئةء فإن طول كل دورة في © يكون 
البرهان. بما أن © ثنائي التجزئة فإنه بالإمكان تجزئة مجموعة الرؤوس إلى مجموعتين 
4 و 8 بحيث إن كل ضلع في © يربط رأسا من 4 ورأسا من 8. لنفرض أن 





۷ ج ,ندج ... ج إ۷ ج ,لا دورة في 6» ولنفرض (بدون فقد للعمومية) أن « في 
4. وعليه فإن ,« في 8» ومن ثم فإن ر« في ۸4» وهكذا. وحيث إنه يجب أن يكون ر في 8 
إن طول هذه الدورة يجب أن يكون زوجيا. // 

نهف الآن و لعدد الأضلاع في رسم مترابط بسيط عدد رۆوسە ”. يكون 
مثل ذلك الرسم حاوياً لأقل عدد من الأضلاع عندما لا يحوي دورات» ويكون حاويا 
لأكثر عدد من الأضلاع عندما يكون رسما تاما. يعني ذلك أن عدد الأضلاع يجب أن 


يقع بين 7-1 و 7)7-1(/2. في الحقيقة » سنبرهن مبرهنة أقوى تشمل هذه النتيجة كحالة 





مبرهنة رقم (7,7). لیکن © رسما بسيطا عدد رؤوسه «. إذا كان عدد مركبات 6 





هو ۸» فان عدد أضلاعهء «ء يحقق : 11(/2-)-م) > n-kS m‏ 
البرهان. رین اغد اللاي >7 باستخدام الاستقراء على و ضلع و 26 
ای واطيينية [13 كان 8 رسا فيا لشرطن أن 6 ری أقل غاد مكن من 
الأضلاع (وليكن 7:0)ء إذن حذف أى ضلع نتمم دة المركات بمقدار 1» ويصبح 
عدد أضلاع الرسم 7-1 ومركباته 1+ بينما يظل عدد رؤوسه ”. وبالتالى من فرضية 
الاستقراء نجد أن (1+ 6)-7 < ,7# مما يعنى أن /-7 < ,”> وهو المطلوب. 
لإثبات الحد العلوي» بإمكاننا أن نفرض أن كل مركبة في © هي رسم تام. 
لنفرضء إذن» أن هناك مركبتين ,© و © وعدد رؤوسهما :” و ر« رأس» على 
الترتيب » بحيث إن 1< ,7 < ,2 . إذا استبدلنا 0 و 0 برسمين تامين عدد رؤوسهما 


و » فإن عدد الرؤوس الكلي يظل كما هوء أما عدد الأضلاع فيصبح : 
=F =F + |‏ 2 - )1ک (n,‏ ¬ )1 - 70 ¬ 0 0 0 107 7 07 


يتألف © من رسم تام عدد رؤوسه ۸-1 منھا ۸-1 رأس معزول. ومنه ينتج المطلوب. 
7 


(n-1)(n-2)/2‏ 00 ضري 






المسارات والدو رات Paths and cycles‏ ت 


ويمكن أن ندرس الرسومات المترابطة بطريقة أخرى»ء كأن نسأل ماهي قوة 
ترابط الرسم المترابط؟” بمعنى أن نسأل عن عدد الأضلاع أو الرؤوس التي يجب أن 
تحذف للحصول على رسم غير مترابط. غختم هذا البند ببعض المصطلحات التي تفيد 
عند مناقشة مثل هذه الأسئلة. 

نعرف جموعه الأضلاع الفاصلة ٤ (disconnecting set of edges)‏ رسم مترابط 
6 بأنها مجموعة من الأضلاع يتسبب حذفها في جعل الرسم غير مترابط. مثلاء في 
الرسم الذي في الشكل رقم (3”,6):, المجموعتان (ومريعء,رء) و (وع,رعء,مء,رء) كلتاهما 
مجموعتا أضلاع فاصلتان في ©. يوضح الشكل رقم )۳,٤(‏ الرسم غير المترابط الناتج 
بعد حاف أضلاع الجموعة الثانية. 





/ 3 538 2 


الشكل رقم (7,") الأضلاع الفاصلة . 





2 


ا 


الشكل رقم (5 ,") الرسم الناتج بعد حذف مجموعة الأضلاع الفاصلة . 


ى مقدمة قي نظرية الرسومات 


كذلك نعرف مجموعة القطع (»وامه) بأنها مجموعة أضلاع فاصلة لا تحوي 
مجموعة جزئية فعلية كمجموعة أضلاع فاصلة. في المثال أعلاه» مجموعة الأضلاع 
الفاصلة الثانية فقط هي مجموعة قطع. لاحظ أن حذف الأضلاع في مجموعة قطع دائماً 
ينتج 5-5 يخوى بالضبط مركيتين. إذا حوت مجموعة القطع فلا اا فقط ع› 
نسمي © جسرا (1986:) (انظر الشكل رقم 0.؟). 





الشكل رقم (5,”") الجسر . 


ويمكن تعميم هذه التعاريف بكل سهولة لتشمل الرسومات غير المترابطة. إذا 
كان © أي من تلك الرسومات؛ نعرف مجموعة الأضلاع الفاصلة ( )هد عمناءء 0ال 
دعولء 01) في © بأنها مجموعة من الأضلاع يتسبب حذفها في زيادة عدد مركبات 6) 
ونعرف مجموعة القطع (60:ده) في © بأنها مجموعة أضلاع فاصلة لا تحوي مجموعة 
جزئية فعلية كمجموعة أضلاع فاصلة. 

إذا كان 6 مترابطا نرمز لترابطيته الضلعية (:36*ةاءعدممء معed)‏ بالرمز ۸)6G(‏ 
ونعرفها على أنها عدد عناصر أصغر مجموعة قطع في ©. وبالتالي فإن (2)6 هي 
أصغر عدد من الأضلاع التي نحتاج إلى حذفها لجعل 6 غير مترابط. على سبيل المثال : 
إذا كان 6 هو الرسم الذي في الشكل رقم (۳,۳) فإن 4)6(=2 » بسبب مجموعة القطع 
ها تقول لك أن © وف سلما حن رة سدس يفسا ذا كلا 


6 Paths and cycles المسارات والدو رات‎ 


۸× (2)6. وعليه فإن الرسم في الشكل رقم (۳,۳) هو مترابط ضلعيا من درجة 1 ؛ 
كذلك مترابط ضلعيا من درجة 2» ولكنه غير مترابط ضلعيا من درجة 3. 

نحتاج أيضا إلى مفاهيم مناظرة لحذف الرؤوس. نعرف مجموعة الرؤوس 
الفاصلة (separating set of vertices)‏ 2 رسم مترابط G‏ انف جموعه رؤوس يتسبب 
حذفها في جعل 6 غير مترابط ؛ تذكر أنه عند حذف رأس فإننا أيضا نحذف الأضلاع 
المرتبطة به. على سبيل المثال» في الرسم الذي في الشكل رقم (7,5)؛ المجموعتان (×,س) 
و [نز:د,»ا) هما مجموعتا رؤوس فاصلتان في © ؛ يوضح الشكل رقم (1,1) الرسم غير 
المترابط الذى ينتج بعد حذف المجموعة الأول إذا حوت مجموعة رؤوس فاصلة 518 
واحدا فقط «» نسمي ۷ رأس قطع (×۲۲٣۷۵-ء)‏ (انظر الشكل رقم .)۳١۷‏ وتعمم هذه 


التعاريف للرسومات طير المترايطة مباشرة كما فعلنا أغللاه. 
y‏ 
9 
3 
۳4 / 





الشكل رقم 00 رأس لصم : 


ده مقدمة ف نظرية الرسومات 


إذا كان © رسما مترابطا وغير تام» فإننا نرمز لترابطيته (:)61:1مهمع) بالرمز 
(6)× ونعرفها على أنها عدد عناصر أصغر مجموعة رؤوس فاصلة في 6. وبالتالي فإن 
(6)× هي أقل عدد من الرؤوس التي نحتاج إلى حذفها لجعل © غير مترابط. مثلاً» إذا 
كان © هو الرسم الذي في الشكل رقم (۳,۳) فإن 2= K)6(‏ ؛ بسبب مجموعة الرؤوس 
الفاصلة (عرم). نقول أيضا أن © مترابط من حرجة ۽ (هماءهسدمم+) إذا كان 
م < (6©). وبالتالي فإن الرسم الذي في الشكل رقم (۳,۳) هو مترابط من درجة 1 ؛ 
كذلك مترابط من درجة 2» ولكنه غير مترابط من درجة 3. بالامكان إثبات أنه إذا كان 
© أي رسم مترابط فإن (©)2 > (6)×. 

اھ نلاحظ أن هناك تشابه مذهل وغير متوقع بين خواص الدورات 
ومجموعات القطع. ولفهم ذلك» انظر إلى التمارين .)4,٠١ ء٦۸ ء4,١7 »٥,۱١(‏ 
وسنذكر السر وراء ذلك في الفصل التاسع عندما تتضح جميع الأمور. 


تمارين رقم )٥(‏ 
(0,1) في رسم بيترسن» أوجد 
Hdl BED‏ 
نانا طول 3 
اھات طول واف ع 9ه 
(د ) مجموعات قطع ب 3» 4» 5 أضلاع. 
(۲,)“ نعرف طول محيط (81168) رسم بأنه طول أصغر دورة فيه. أوجد طول عبط 
() وK؛‏ (ب) ريظ؛ (ج) ,© ؛ (د) ,17؛ (ه) .0 ؛ (و) رسم بيترسن ؛ 


ل اتناعشرى الوجوه. 


المسارات والدورات Paths and cycles‏ هده 


)٥,۳(‏ أثبت معكوس مبرهنة رقم »)۳,١(‏ أي أنه إذا كانت كل دورة في رسم © زوجية 
فإن 6 ثنائي التجزئة. 
(5)0.5 أثبت أنه إما أن يكون الرسم البسيط مترابطاً أو أن يكون مكمله مترابطا. 
(5)0.5 أوجد (6)× و (2)6 لكل من الرسومات التالية 6 : 
(Î)‏ ع ؛ (ت)76 ؛ )>+( Ka?‏ )5( ب0. 
(6.5) ( ) أثبت أنه إذا كان © مترابطا وأقل درجات رؤوسه هي + فإن / > (©)1 . 
زب آرسم رسا © میت رة أقل فرجات رؤوسه می # ويف إن 
1 عاق KOY‏ 
(0.0) ( أ ) أثبت أن © مترابط من درجة 2 إذا وفقط إذا كان كل رأسين ينتميان لدورة 
(ب) اكتب عبارة مناظرة للرسم المترابط ضلعياً من درجة 2. 
(0.8) لنفرض أن © رسم مترابط مجموعة رؤوسه هي (,نا,....دد.د) » وعدد أضلاعه 
ويحتوى عل غ2 فخ اللات 
( أ ) بفرض أن 4 هي مصفوفة التجاور للرسم 6» أثبت أن عدد الممرات 
بطول 2 من «١‏ إلى :ا هو العنصر الواقع في الصف : والعمود ز للمصموفة 
A‏ 
(ب) استنتج أن مجموع عناصر قطر 4 يساوي ”2. 
(ج) أوجد نتيجة لعدد الممرات بطول 3 من « إلى «» واستنتج أن مجموع 
عناصر عناصر قطر 4 يساوى /6. 
(,) نعرف المسافة (س,«)4 (ععسة:وذل) في الرسم المترايط اش اس ل رأس Ww‏ على 
أنها طول أقصر مسار من ١‏ إلى «. 


(]) إذا كان 2< (رب)ك» فأثبت أنه يوجد رأس ‏ بحيث إن (مدجم-(مدج)ه +( )ك. 
(ب) في رسم بیترسن » أثبت أن 1-(40010 أو 2-(«,«)4 لأي رأسين مختلفين « و س. 
(١٠به)*‏ بفرض أن © رسم بسيط عدد رؤوسه 2۸ ولا يحوي مثلثات. أثبت باستخدام 
الاستقراء على ٭ أن 6 يحوي على الأكثر # ضلع» وأعط مثالا لرسم يحقق 
ذلك اد العلوى. (غالا ما تدعى هذه النتيجة بمبرهنة توران القصوى ك'«ؤاuآ‏ 
„(extremal theorem‏ 
( () أثبت أنه إذا كان هناك دورتان مختلفتان في رسم © وکل منهما تحوى 
الضلع ع فإن 6 يحوى دورة لا نحوي 6. 
ب أت نتيجة مشابهة اذا أبدلينا E‏ 1 مجموعة قطع . 
(0.15)* (أ) إذا كانت © دورة و '© مجموعة قطع في رسم مترابط 6» فأثبت أن عدد 
الأضلاع المشتركة بين © و ٤‏ هو عدد زوجي. 
5 إذا كانت 5 جموعة أضلاع في 0 کیٹ إن عدد أضلاعها المشتركة مع أي 
جموعه قطع ٤‏ © هو عدد زوجي › فأثست أنه بالإمكان نجزئة إن 
ن ضلعيا (أي ليس بينهما ضلع مشترك). 





دورتين منمصلت 
(.)" نقول عن مجموعة أضلاع 2 في رسم © أنها مستقلة ()معومعم»9م) إذا لم 
تحو * دورة في . أثبت أن : 
() أى مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة تكون مستقلة. 
(ب) إذا كانت 1 و J‏ مجموعتين مستقلتين من الأضلاع بحيث إن |7|<ا2اء فإن 
هناك ضلعا © يقع في ولا يقع في 1 بحيث إن (©) دا[ مستقلة. 


ا ۴ 5 0 
يقصد المؤلفى: ادا لى تشكل أضلا ع من 8 دوره قي ). 


o Paths and cycles المسارات والدورات‎ 


أثبت أيضا أن الفقرتين ( أ ) و (ب) تظلان صحيحتين إذا أبدلنا كلمة 


7 ۴ جموغة قطع '. 


Eulerian graphs الرسومات الأويلرية‎ 

نقول عن رسم مترابط © أنه أويلري (ههفعاس8) إذا كان هناك طريق مغلق 

يحوي كل ضلع في ©. يسمى مثل هذا الطريق طريقا أويلريا (انھ؛ سهفعا8). لاحظ 
أن هذا التعريف يستلزم أن يزار كل ضلع مرة واحدة فقط. ونقول عن الرسم غير 
الأويلرى © أنه نصف أويلري (صوتمءاد8-نصءة) إذا كان هناك طريق يحوي كل ضلع 
في ©. الأشكال (۳,۸» ۳,۹ و )7,٠١‏ توضح رسما أويلرياء نصف أويلري» وغير 
أويلري » على الترتيب. 





ر“ ا س 





الشكل رقم ر( ١‏ غير أويلري. الشكل رقم (۳,۹) نصف أويلري. الشكل رفم (۳,۸) أويلري. 


تظهر المسائل المتعلقة بالرسومات الأويلرية باستمرار في كتب الرياضيات 
الترفيهية. إحدى تلك المسائل المتداولة تتضمن السؤال عن إمكانية رسم شكل معطى 
بدون رفع القلم عن الورقة وبدون تكرار الخطوط. لقد أتى الاسم "أويلري” لكون 
أويلر أول شخص يحل مسألة جسور كونيقزبرق (Königsberg bridges problem)‏ 
المشهورة والتي تتضمن السؤال عمًا إذا كان بورك ا ق قلا من الجسور السيعة فق 
الشكل رقم )7,١١(‏ بالضبط مرة واحدة وتعود إلى نقطة البداية. و يكافئ ذلك السؤال 
عما إذا كان الرسم في الشكل رقم (۳.۱۲) يحوي طريقا أويلريا. وبالإمكان النظر إلى 


o۸‏ مقدمة فى نظرية الر سومات 


لويد› و ويلسون ]11[ Wilson‏ »ع .Biggs, Lloyd‏ 





الشكل رقم )*,١7(‏ الرسم المناظر. 


من الأسئلة التي تطر ا مباشرة هل فكنخ إيحاد شرط لازم وكافب لكي يكون 
رسم ما أويلريا؟" قبل الإجابة على هذا السؤال في مبرهنة رقم (۳.۳) سنبرهن 
التمهيلية.السيظة التالية. 





تمهيدية رقم (7,4). إذا كان © زسما بحيث إن درجة كل رأس هي على الأقل 2: 
فإن © يحوي دورة. 





المسارات والدورات Paths and cycles‏ 4ه 


الرعان. إا ری © غروات أو أضلاعا مكررة فالعيية واضحة. لذا يإفكاتنا أن 
نفرض أن 6 رسم سيط.. لیکن ۶ 2 ف خلا ولک کی اج و ج ر 
استقرائيا وذلك باختيار : ليكون أي رأس مجاور للرأس «» ولكل 1>1 نختار ب« 
ليكون أي رأس مجاور للرأس :ا عدا ٠‏ ؛ إن وجود مثل ذلك الرأس مضمون من 
الفرض المعطى. ولأن © يحوي عددا متتهياً من الرؤوس فلا مناص أخيرا من مواجهة 
رأس اختير من قبل. فإذا كان ب« هو أول رأس من هذا القبيل فإن ذلك الجزء من الممر 
والواقع بين «١‏ و يعطي الدورة المطلوبة. / / 





مبرهنة رقم .(,٥)‏ )1736 مدع رن الرسم المترابط hb G‏ إذا وفقط إذا 
كانت درجة كل رأس في © زوجية. ظ 
البرفات. عه لشرضن أن 2 طريق أويلرف ف 6. كلما مر م خلال رأس فإن هناك 
تار gang‏ 
رأس يجب أن تكون زوجية. 

ج سنبرهن هذا الاتجاه باستخدام الاستقراء على عدد أضلاع 6©. لنفرض أن 
درجة كل رأس هي زوجية. با أن © مترابط فإن كل رأس تكون درجته على الأقل 2؛ 
وبالتالى باستخدام تمهيدية رقم )۳.٤(‏ فان © يحوى دورة 6©. إذا كانت © محوي كل 
ضلع في © فهذا هو المطلوب. وإلا فلنحذف من © جميع أضلاع © لنكون رسما جديدا 
۸ ربما غير مترابط» ويحوي أضلاعا أقل من ©: وکل رأس فيه ما تزال درجته 
زوجية. باستخدام فرضية الاستقراء: كل مركية في 27 تحوي طريقا أويلريا. ولأن كل 
مركبة في # تحوي على الأقل رأسا مشتركا مع © ؛ وذلك بسبب الترابط» فإننا صل 
على الطريق الأويلري المطلوب وذلك بالسير على أضلاع © حتى نصل إلى رأس غير 





1٠‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


معزول في ۸7» ومن ثم التعريج بطريقنا الأويلري ليشمل الطريق الأويلري الذي يغطي 
المركبة التي تحوي ذلك الرأس» ومن ثم المواصلة عبر أضلاع © حتى نلاقي رأسا 
ينتمي إلى مركبة أخرى في 27 وهكذا. وسينتهى ى السير برمته عندما نعود إلى اراش 
لاان اتش الكل رقم 2.١‏ 
وبالإمكان تعديل هذا البرهان قليلا لإثبات النتيجتين التاليتين» وسنستغنى عن 
التفاصيل. 





الشكل رقم )",١7(‏ إثبات أويلرية الرسم . 









E E 5‏ ل المترابط 5 يلريا قاو إذا كان بالإمكان تمر ئ 
قت الاما لان دورات منفصلة*. 
2 کر الرسم اظ يضف 2 إذا وفقط إذا كان يحوي 
بالضبط رأ سين درجة كل منهما فردية. | 
لظ أنة الرس تسف ایی قله ی یق نق ازيارض عب أ بكرة لير 
الز اسن الفرديين هو الرأس الابتدائي لذلك الطريق» والرأس الآخر يكون الرأس 







* تقد فوت دوع لت متفضالة ضا أي لا يوجد ضلع مشترك بين أي دورتين منها. ولعل 
ذلك يُقهم من السياق. 


"١ Paths and cycles المسارات والدورات‎ 


النهائي. لاحظ كذلك أن - باستخدام تمهيدية المصافحة - أي رسم لا يمكن أن يحوي 
e 5‏ فقط در حده فردية. 
نختم نقاشنا للرسومات الأويلرية بخوارزمية لإنشاء طريق أويلري في رسم 


أويلري معطى. وتعرف هذه الطريقة بخوارزمية فلورى .(Fleury's algorithm)‏ 


برد 1 8 و الي TE‏ ل و 
| دائماًء ويكون مخرجها طريقاً أويلريا للرسم 6. 

ابدأ بأي رأس »» ومن ثم انتقل عبر الأضلاع بطريقة اختيارية بشرط تحقيق ‏ 
القاعدتين التاليتين : ظ 








( أ ) احذف الأضلاع التي مررت بهاء وإذا نتج عن ذلك رؤوس معزولة | 

فاحلفيا أيضا ؛ ظ 
(ب) في كل مرحلة» استخدم جسرا فقط عندما لا يكون هناك خيارٌ آخر. 
البرهات: آولة e‏ مد الاستمرار في تطبيق هذه الخوارزمية في كل رخا 
لنفرض أننا وصلنا إلى رأس وليكن «. إذا كان > غ2 ۷ » فإن الرسم الجزئي 77 الناتج هو 
رسم مترابط ويحوي فقط رأسين درجة كل منهما فردية هما « و ». لإثبات أنه يكن 
الاستمرار في التطبيق يجب أن نثبت أن حذف الضلع التالي لا يؤثر في ترابط الرسم /2؛ 
أي أن « مرتبط بجسر واحد على الأكثر. فإن لم يكن كذلك» فإنه يوجد جسر م 
بحيث إن المركبة ‏ فى الرسم «د” الحاوية للرأس س لا تحوي » (انظر الشكل رقم 
1. وحيث إن درجة « في × هي درجة فردية فإن هناك رأسا آخرا أيضا في × 
درجته فردية؛ مما يعطي التناقض المطلوب. إذا كان «=» فإن الإثبات معظمه مشابه لما 
سبق طالما أن هناك أضلاع لا تزال مرتبطة بالرأس ». 


11 مقدمة في نظرية الرسومات 
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الشكل رقم )",١5(‏ وجود الجسر سر. 


يبقى فقط إثبات أن تلك الخوارزمية دائما تعطى طريقا أويلرياً كاملاً. وهذا 
واضح ؛ لأنه لن تبقى هناك أضلاع في © لم يمر بها عندما نستخدم آخر ضلع مرتبط 
بالرأس »» فلو بقي هناك أضلاع لأصبح الرسم غير مترابط عند حذف ضلع سابق 
جاور لأحد تلك الأضلاع, وهذا يناقض (س). // 


تمارين رقم (5) 
( أي من الرسومات التالية أويلري؟ أيها نصف أويلري؟ 
( أ ) الرسم التام ء۸ ؛ 
(ب) الرسم ثنائي التجزئة التام رر ؛ 
(ج) المكعب ؛ 
رد ثماني الوجوه ؛ 
(ه) رسم بيترسن. 
(5)10 أوحد جميع الرسومات الأويلرية والنصف أويلرية في الجدول في الشكل رقم 
ا 


المسارات والدورات Paths and cycles‏ س 


(1.۳) (أ) لأي قيم ” يكون × أويلريا؟ 
(ب) أي الرسومات ثنائية التجزئة التامة يكون أويلريا؟ 
(ج) أي الرسومات الأفلاطونية يكون أويلريا؟ 
(د ) لأي قيم 7 تكون العجلة ,7 أويلرية ؟ 
(ه) لأي قيم # يكون المكعب من درجة ۸ء 2 أويلريا؟ 
)1,٤(‏ بفرض أن © رسم مترابط ويحوي 4 (>0) رأس بدرجة فردية. 
( أ ) أثبت أن أقل عدد من الطرق» والتى تشمل مجتمعة جميع أضلاع © وني 
نفس الوقت ليس بينها ضلع مشترك هو ۸/2. 
(ب) كم أقل عدد ممكن من خطات القلم المتصلة اللازمة لرسم الشكل رقم 
(7,15) بدون تكرار أي خط ؟ 









الشكل رقم (۳,۹۵). 


(6)1.0 استخدم خوارزمية فلوري لإيجاد طريق أويلري للرسم في الشكل رقم (15.؟). 
ظ ۴ 





الشكل رقم .)",١5(‏ 


(1) (أ) أثبت أن الرسم الضلعي للرسم الأويلري البسيط هو رسم أويلري. 

(ب) إذا كان الرسم الضلعي لرسم بسيط © هو رسم أويلري» فهل يجب أن 
کو ا 

(10) تقول عن رسم أويلرى أنه قابل للتقصى عشوائيا (randomly traceable)‏ من 
رأس «» إذا تحقق ما يلي : متى ما بدأنا من « ومررنا على أضلاع الرسم بطريقة 
عشوائية وبدون تكرار أي ضلع فإننا نمحصل أخيرا على طريق أويلري. 

(أ) أثبت أن الرسم في الشكل رقم (7,17) هو قابل للتقصي عشوائياً. 
(ب) أعط مثالا لرسم أويلري غير قابل للتقصي عشوائيا. 
(ج) لِم يكون الرسم القابل للتقصي عشوائيا مناسبا لتصميم المعارض ؟ 
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الشكل رقم ره رسم قابل للتقصي عشوائيا . 


(6.8)* لیکن ” فضاءً متجها للرسم © (انظر تمرين رقم .)۲.٠١‏ 
( أ ) استخدم نتيجة 3.6 لإثبات أنه إذا كانت © و 2 دورتين في 6» فإنه يمكن 

كتابة جمعهما ٥+2‏ كاتحاد قمؤاك مالس اا 
(ب) استنتج أن أي مجموعة لمثل تلك الاتحادات للدورات © تشكل فضاء 
is‏ 17 من 7 (يسمى الفضاء الجزئي للدورات subspace‏ eاcye‏ للرسم 


«(G‏ وأو بعده. 
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(ج) أثبت أن مجموعة اتحادات مجموعات القطع المنفصلة ضلعيا في © تشكل 


فضاء جزئيا ۴ قن 7 (يسمى القفضاء الجزئي مجموعات القطع cutset‏ 


ةموطنو للرسم 6).؛ وأوجد بعده. 


الرسومات اطاملتونية Hamiltonian graphs‏ 
ناقشنا في البند السابق ما إذا كان يوجد طريق مغلق يحوي كل ضلع في رسم 
مترابط ©. وهنا مسألة مشابهة لتحديد ما إذا كان يوجد طريق مغلق يمر بالضبط مرة 
واحدة فقط على كل رأس فى 6. لاحظ أن مثل ذلك الطريق يجب أن يكون دورة إذا 
استثنينا الحالة عندما يكون © هو الرسم 27. تسمى مثل هذه الدورة دورة هاملتونية 
(Hamiltonian cycle)‏ ويسمى G‏ ر سما هاملتو 7 .)HaAmiltonian graph)‏ نقول عن 
رسم غير هاملتونی © أنه نصف هاملتونی («ها«هt‌انص۳1-۴8هء)‏ إذا وجد مسار يمر 
على كل رأس. توضح الأشكال (7,18: ۳,۱۹ و 9,78) وسماً هاملتونياء نصف 
هاملتوني » وغير هاملتوني » على الترتيب. 
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الشكل رقم (۳,۲۰) غير هاملتوبئ. الشكل رقم )”,١9(‏ نصف هاملتوي. الشكل رقم (۳,۱۸) هاملتوي. 


أما الاسم دورة هاملتونية' فجاء نسبة إلى ويليام هاملتون Sir William Hamilton‏ 


الل بحث وجود مثل تلك الدورة في اننا عشری الوجوه»› مع أن كير كمان gf‏ 


1 فة ر نكل :3 ال سے ماده 
أ مقدمة في نضرية الر سومات 


110 كان قد سبق ودرس تللق الحالة بعمومية ا يبين الشكل رقم (TTY‏ 
دورة هاملتونية ٤‏ ائنا عشرى الو جوه مكونة بالأضلاع اا 





الشكل رقم )",7١(‏ دورة هاملتونية اثنا عشري الوجوه . 


حصلنا في مبرهنة رقم (7.0) ونتيجة رقم )۳.١(‏ على شروط لازمة وكافية 
لرسم مترابط كي يكون أويلريا. ولربما قادنا ذلك إلى أن نأمل في الحصول على توصيف 
مشابه للرسومات الهاملتونية. بينما في الحقيقة» الحصول على ذلك التوصيف هو 
إحدى المسائل المهمة التي لم تُحل في نظرية الرسومات! في الحقيقة: القليل يعرف 
بالعموم عن الرسومات الہاملتونية. معظم المبرهنات المعروفة تأخذ الصيغة » "إذا كان © 
بحوي عددا كافيا من الأضلاع فإنه هاملتوني". ولربما كان أكثر هذه النتائج شهرة 
النتيجة المعزوة إلى ديراك 1١‏ .4 .6» والتى تعرف باسم مبرهنة ديراك ( عورزم 
0 . وسوف نستنتجها هنا من النتيجة التالية الأكثر عمومية والمعزوة إلى أور .0 


„Ore 


مبرهنة رقم (۳,۹) (1960 ,06). | 


وإذا كان ۸ < (w)عءd‏ + (م)عء0 لكل زوج من الرؤوس غير المتجاورة ۷« و س 
فإن © هاملتوني. 
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البرهان. لنفرض عدم صحة المبرهنة ولنحاول الحصول على تناقض. لذا لنفرض أن © 
رمسم غير هاملتوثي ابد رز ١‏ زاق الشرط امعط عبن ادز جات اقوس لضاف 
س استدعى الأمر» يمكننا افتراض أن © غير هاملتوني لكنه يكاد يكون 
هاملتونياً"*» بمعنى أن إضافة أي ضلع آخر يعطي رسما هاملتونيا. (لاحظ أن إضافة 
أضلاع اک عدر بالغرظ غل درجت الرؤيس اا نستنتج أن 6 فور نا 
دج ...جه ر۷ جه إنا يمر بكل رأس. وبما أن 6 غير هاملتوني فالرأسآن 58 فى هل غير 
متجاورين» وعليه فإن 7 < ( ,)068 + ( ,)ع4۴ . إذن يجب أن يكون هناك رأس ما با جاور 
للرأس ١.‏ بحيث إن بد يكون مجاورا للرأس × (انظر الشكل رقم ۴.۲۲). ولكن هذا يعطينا 


التناقض المطلوب لأن ,رج ,۷ج بذج ... ج راج اج ر جب ... ج رده إلا 





تكون دورة هاملتونية. ها 
الاك را ا Te‏ سے 
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الشكل رقم (17؟,”) الحصول على دورة هاملتونية . 





نتيجة رقم .)01٣4, 1952( )۴,٠١(‏ إذا كان © رسما بسيطا عدد رؤوشه م | 
(> 3)» وإذا كان ۸/2 < ()ع06 لكل رأس «» فإن © هاملتوني. 





البرهان. . تتضح هذه النتيجة مباشرة من مبرهنة رقم (1 Uy,‏ لان ودع esli‏ 


لكل زوج من الرؤوس ۷و ۷ء سوأء أكانا متجاورين أم لم يكونا. / / 


* مثل هذه الرسومات تدعى غير هاملتونية أعظمية عند العديد من المؤلفين. 


تمارين رقم (۷) 
(۷.1) أي من الرسومات التالية هاملتوني؟ نصف هاملتوني؟ 
() الرسم التام يك ؛ 
(ب) الرسم ثنائي التجزئة التام ود۸ ؛ 
(ج) تماني الوجوه ؛ 
(د ) العحلة 7[ ؛ 
(ه) المكعب من درجة 4» ,0. 
(۷.5) أوجد جميع الرسومات الهاملتونية والنصف هاملتونية في الجدول في الشكل 
رقم (۲,۹). 
() (أ) لأي قيم 7 يكون ,× هاملتونيا؟ 
( أ ) أي الرسومات ثنائية التجزئة التامة يكون هاملتونياً؟ 
(ب) أى الرسومات الأفلاطونية يكون هاملتونيا؟ 
(ج) لأي قيم ” تكون العجلة ,17 هاملتونية؟ 
(د ) لأي قيم ۸ يكون المكعب من درجة ۾»› 9 هاملتونيا؟ 
(5أ) ات أن رسم قروش «ءهنات:6 والموضح في الشكل رقم (۳.۲۳) هو رسم 
هاملتوني. 






0-5 


کر 





الشكل رقم .)",۲٣۳(‏ 
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(7.5) (أ) أثبت أنه إذا كان © رسما ثنائي التجزئة ويحوي عددا فرديا من الرؤوس »؛ 


(ب) استنتج أن الرسم في الشكل رقم (1,15) هو رسم غير هاملتوني. 
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(ج) أثبت أنه إذا كان « فردياء فإنه من غير الممكن لحصان الشطرنج أن يمر 
على جميع المربعات في رقعة شطرنج تتكون من 77 من المربعات» بحيث 
يمر بالضبط مرة واحدة على كل مربع باستخدام نقلة الحصان ويعود إلى 
نقطة البداية. 

)۷,٦(‏ أعط مثالا يوضح أن الشرط 7/2 < ()ع068 » في العبارة التى في مبرهنة 

ديراك؛ لا يمكن أن يبدل بالشرط "۸-1(/2) < (068)1 . 

(۷.۷) ( أ ) لنفرض أن © رسم عدد رؤوسه 7 وعدد أضلاعه 2(/21+2-)(7-1)]. 
استخدم مبرهنة رقم (۳,۹) لإثبات أن © غير هاملتوني. 
(ب) اید رسا غير هاملتوني عدد رؤوسه ” وعدد أضلاعه 
7-1()8-2(/21+1)]. 
(۷.۸)* أثبت أن رسم بيترسن هو رسم غير هاملتوني. 
(4./)* لنفرض أن © رسم هاملتوني» و5 مجموعة مكونة من # رأس في ©. أثبت أن 
الرسم 5 - © يحوي على الأكثر + مركبة. 


197 3)17 اربع دورات هاملتونية في و۸ يت لا تشاد أى ائنتين منها في 
أضلاع. 


1 


ع 


بعص الخو ارزميات Some algorithms‏ 

لقد نشا الكثير من النتائج المهمة في نظرية الرسومات كنتيجة محاولات لحل 
مسائل عملية خاصة- أويلر وجسور كونيقزبرق (البند »)١‏ وكيلي له‌اوه) وعد 
الجزيئات الكيميائية (البند :)١١‏ وأيحاث كيرتشوف #وططه11 على الشبكات 
الكهربائية (البند »)١١‏ هذا إذا أردنا ذكر ثلاثة فقط. أما الاهتمام الكبير بالمادة في 
العصر الحالي فجاء بسبب حقيقة أن نظرية الرسومات هي علم ذو تطبيق واسع في 
الكثير من المجالات: بعيدا عن كونها أداة تدريب رياضية جذابة في حد ذاتها (انظر 
المقدمة). لا يمكننا مناقشة عدد كبير من هذه التطبيقات في كتاب بهذا الحجم. يجب أن 
ترجع ا بيرج [6] 86186 » بندي و مرتي [7] لإأتناا! & '(8020؛ ديو [13] 120 تكر 
Tucker ]20[‏ ›» و ويلسون و باينيکي |21[ Beineke‏ & sonاWi‏ ؛ للنظر فى عدد كبير من 
المسائل العملية» وفي الغالب تكون حلولما مصاحبة لخوارزميات أو أشكال انسيابية. 

سنصف باختصار في هذا البند ثلاث مسائل تتعلق بالفصل الحالي- مسألة 
السا الأقصر «the shortest path problem‏ مسألة ساعىي البريد الصينية the Chinese‏ 
g «postman problem‏ ۴ البائع المتجؤل .the traveling salesman problem‏ عمكن حل 
أولاها باستخدام خوارزمية ("”طاiإمعاه)‏ ذات كفاءة عالية» ونقصد بذلك خطوات 
منتهية متسلسلة تعطي الحل في وقت وجيز. ويمكن حل المسألة الثانية باستخدام 
خوارزمية أيضاء ولكننا سنعتبرها فقط حالة خاصة هنا. أما المسألة الثالثة فلا يعرف لبا 
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أى خوارزمه دات كماءة حمدة ؟ ولذا يجب 0 تار من بين خوارزميات اقيق وفتا 
طويلا عند تطبيقها وبين خوار زميات استكشافية :76115 سريعة عند التطبيق ولكنها 
تعطى حلا مقربا. 


مسألة المسار الأقصر The shortest path problem‏ 
لنفرض أن لدينا خريطة بالبيئة الموضحة في الشكل رقم »)۳.۲١(‏ حيث تعني 
الحروف 4-5 أسماء المدن المربوطة بتلك الطرق. إذا كانت أطوال تلك الطرق كما هو 

موضح»› ما هو طول أقصر مسار من 4 إلى ./؟ 

لاحظ أن الأعداد التي في الرسم قد لا تعني أطوال الطرق» بل قد تعني الوقت 
الذي يستلزمه قطعهاء أو تكلفة ذلك. وبالتالي فإنه إذا كان لدينا خوارزمية لحل هذه 
المسألة في صيغتها الأصلية» فإنه يمكن استخدام هذه الخوارزمية لمعرفة أسرع طريق أو 
أقل الطرق تكلفة. 
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الشكل رقم )۳,٠٠١(‏ الخريطة . 


ل إلى 2 وحساب طولة. غلى سيل المثال: السار راج لج ي ج زاج وح م 


طوله الكلى 18: وعليه فان طول أقصر مسار لا يمكن أن يزيد عن 18. 


في مثل هذه المسائل يمكن اعتبار "خريطتنا" رسما مترابطاً يعيّن لكل ضلع فيه 
ددا غير سالب. نسمي مثل هذا الرسم «(weighted graph) e‏ وسمي 
العدد المعطى لكل ضلع © وزن 0«عء«) الضلع ء ونرمز لذلك بالرمز (ء)«. إذن 
تتلخص المسألة في إيجاد مسار من 4 إلى £ يكون وزنه أقل ما يمكن. لاحظ أنه إذا كان 
لدينا رسم موزون بحيث إن كل ضلع له وزن 1 فإن المسألة تصبح مسألة إيجاد عدد 
الأضلاع في أقصر مسار من 4 إلى ا. 

هناك العديد من الطرق التي يمكن استخدامها لحل هذه المسألة. إحداها تتلخص 
في صنع نموذج خيطي للخريطة بعمل عقد في شبكة الخيوط بحيث تتناسب أطوال 
الخيوط بين العقد مع أطوال الطرق. ولإيجاد أقصر مسارء امسك العقدتين المناظرتين 
لرا اده 2 وق 

ومع ذلك» فهناك طريقة رياضية لحل هذه المسألة. تتلخص الفكرة فى التحرك 

عبر الرسم من اليسار إلى اليمين وإعطاء كل رأس / عددا (7)] يدل على أقصر مسافة 

من 4 إلى 7. هذا يعني أنه سیا فيل راسا مثل × في الشكل رقم (۳,۲۵)ء فإن (۸)] 
هو إما 6+(1)7 أو 1)7+2ء أيهما أصغر. 

ولتطبيق الخوارزمية » نعطي أولا 4 العَلّم 0» ونعطي الرؤوس © ,8 ,8 الأعلاء 
المؤقتة 2+(1)4 ,9+(1)4 ,3+(1)4» أى 9,2 ,3. ونأخذ الأصغر من بينها ونكتب 2-(©)/. 
Cl‏ الآن تعليما ثابتا بالعلم 2. 

ننظر الآن للرؤوس المجاورة للرأس ©. ونعطي ۴ العلم المؤقت 9-11+©)/: 
وبإمكاننا تقليل العلم المؤقت عند £ ليصبح 16©0+6-8. إن أصغر علم مؤقت الآن هو 3 
(عند 8)» ولذا نكتب 3-(1)8. ونعلم 8 الآن تعليماً ثابتاً بالعدد 3. 
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ننظر الآن إلى الرؤوس الجاورة للرأس 8. ونعطي 2 العلم المؤقت 2=5+(8)/ء 
وبإمكاننا تقليل العلم المؤقت عند 8 ليصبح 4-7+(8)/. أصغر علم مؤقت الآن هو 5 
(عند م): ولذا نكتب 1))((=5۔ و سل D‏ اما ثايتا فالغد 3 

انتا بهذه الطريقة » نحصل على الأعلام الثابتة المتتالية 7-(1)8» 1)6(=8» 
9=( 10ح(”)ل 12=)» 13-(1)2؛ »1)K(=14‏ 17-(1)5. وهذا يعني أن طول أقصر 
مسار من 4 إلى .1 هو 17. يوضح الشكل رقم (7,77) الرسم بحيث تمثل الأعداد داخل 
الدوائر أعلام الرؤوس. 
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الشكل رقم (57,”) الخريطة بأعلام ثابتة . 


سنری ٤‏ البيك : كيف کر تعديل هده الخوارزمية للحصول ا أطول 
مسار في رسم موجه › كما سنوضح استخدامها في حليل المسارات الحرجة. 


مسألة ساعي البر يد الصينية The Chinese postman problem‏ 

في هذه المسألة» والتى درسها الرياضى الصينى ميكو كوان »Mei-Ku Kwan‏ 
يرغب ساعي بريد في إيصال رسائله بحيث يقطع أقل مسافة شاملة تمكنة ومن ثم يعود 
إلى النقطة التي بدأ منها. بلا شك يجب أن يمر ساعي البريد بكل طريق في سيره مرة 
واحدة على الأقل» ولكن يجب أن يتجنب تكرار المرور بعدد كبير من الطرق. 


۷٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 

بالإمكان صياغة هذه المسألة بدلالة الرسم الموزون» حيث يمثل الرسم شبكة 
الطرق؛ ويمثل وزن كل ضلع طول الطريق المناظر. وبهذه الصياغة» يتضح أن المطلوب 
هو إيجاد مر مغلق ذي أقل وزن شامل» وبحيث يحوي كل ضلع مرة واحدة على 
الأقل. إذا كان الرسم أويلريا فإن أي طريق أويلري يكون ثمرا مغلقا مؤديا للغرض. 
ويمكن إيجاد مثل ذلك الطريق الأويلري باستخدام خوارزمية فلوري (انظر البند 5). 
أما إذا كان الرسم غير أويلري فإن المسألة تكون أكثر صعوبة بالرغم من أن هناك 
خوارزمية معروفة ذات كفاية عالية تعطي الحل. لتوضيح الأفكار المطروحة سنعتبر 
حالة خاصة حيث هناك فقط رأسان بدرجة فردية (انظر الشكل رقم 7,717). 





الشكل رقم (۳,۲۷) رسم يحوي فقط رأسين فرديين . 


ما أن فقط الرأسين 8 و 8 لهما درجة فردية» فإننا نستطيع إيجاد طريق نصف 
أويلري من 8 إلى ع يحوي كل ضلع مرة واحدة فقط. ولكي نعود إلى نقطة البداية: 
آخذين بالاعتبار أقل مسافة ممكنة» فإننا نوجد أقصر مسار من # إلى 8 باستخدام 
الخوارزمية الموضحة أعلاه. وبالتالي فإنه يمكن الحصول على حل لمسألة ساعي البريد 
الصينية بأخذ هذا المسار الأقصر 8 ج 4 ج ۴ ج £ مع الطريق النصف أويلري 
الأول» لنحصل على مسافة شاملة 13+64-77. لاحظ أنه لو ركبنا المسار الأقصر مع 


الطريق النصف أويلري لحصلنا على رسم أويلري (انظر الشكل رقم /7,75). 


7 Paths and cycles المسارات والدورات‎ 





الشكل رقم (۲,۲۸) رسم أويلري. 


ولنقاش أوسع حول 1008 ساعى البريد الصيئنية انظر بت و سر نے & Bondy‏ 


.Murty [7] 


مسألة البائع المتجول The travelling salesman problem‏ 
في هذه المسالة: يرغب بائع متجول بزيارة عدد معطى من المدن ومن ثم العودة 
إلى نقطة البداية بحيث يقطع أقل ساق مكة. .على ممما اکال إذا كان لدا سن 
مدن ٤‏ ,2 ,0 ,8 ,4» وإذا كانت المسافات كما هي معطاة في الشكل رقم (۳,۲۹)» فإن 
أقصر طريق نمكن هو 4 ج 0 جه ٤ع‏ ج ( ج 8 ج 4 والذي يعطي مسافة تساوي 

6 كما يتضح بالحساب اليدوى. 





8 2 
الشكل رقم (۳,۲۹) مسألة البائع المتجول . 


2 مقدمة يي نظرية الرسومات 

ويمكن أيضا إعادة صياغة هذه المسألة باستخدام الرسومات الموزونة. في هذه 
الحالة» المطلوب هو إيجاد دورة هاملتونية بأقل وزن ممكن في رسم تام موزون. لاحظ 
أنه » كما في مسألة المسار الأقصرء يمكن أن تمثل الأعداد الأوقات التى يستلزمها السفر 
بين المدن» أو التكلفة التي يتطلبها السفر. وبالتالى»ء إذا استطعنا إيجحاد خوارزمية ذات 
كفاية عالية لحل مسألة البائع المتجول في صيغتها الأصلية؛ فإنه بمقدورنا تطبيق نفس 
الخوارزمية لإيجاد الطريق الأسرع أو الأقل تكلفة. 

تتلخص إحدى الخوارزميات الممكنة فى حساب المسافة الكلية لكل الدورات 
لباوت المت ولگ ذلك سح جذا لاک من كنهس.. مذق. فخلا إذا کان 
هناك 20 مدينة فإن عدد الدورات الممكنة هو 19!/2 والذي يساوي قرا "10. وناك 


عد غو از زمیات أخرس عتدلقة ول گنها تتطليه وقنا کا 


هناك .عذة خوارؤضيات؛ استكشافية تغطينا بسرعة أقضر مساقة. مقربة. إحدئ. هلله 





الخؤارزميات موضّخة ف البنذ 11. 


تمارين رقم (۸) 
(0 استخدم خوارزمية المسار الأقصر لإيجاد أقصر مسار من 4 إلى © في الرسم 
الموزون في الشكل رقم .)7,7٠(‏ 
2 40 3 


ہے 1 َ۴ 
- 
3 1 سر لای 
١‏ د "بير 
تن عر ف 
۹ 16 5 ع ج م 
و ب اليه عي 5 عي 
ن 


و ا 


A, 13 ب‎ 11 9 6 


ددد 7 


5 
۴ 
رأ 
ر 
ب 
A‏ 
8 
u‏ 


VY Paths and cycles المسارات والدورات‎ 


(5/) استخدم خوارزمية المسار الأقصر لإيجاد المسار الأقصر من 1 إلى 4 في الشكل 
رقم .)۳,۲١(‏ ثم تحقق من أن إجابتك تتوافق مع ما هو معطى في الشكل رقم 
ا 

(.4) وضح كيف أنه يمكن اعتماد خوارزمية المسار الأقصر للحصول على المسار 
الأطول من 4 إلى 1 في الشكل رقم (7,75). 

(8.5 أوجد المسار الأقصر من 5 إلى كل رأس آخر في الرسم الموزون في الشكل رقم 
WNT‏ 





م 8 م 


الشكل رقم .)",7١(‏ 


(.۸) أوجد حلا لمسألة ساعي البريد الصينية للرسم الموزون في الشكل رقم (7.87). 
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الشكل رقم 55١‏ ؟). 


(54.1 أوجد حلا لمسألة البائع المتجول للرسم الموزون في الشكل رقم (۴.۳۳). 





الشكل رقم (۳۳,"). 


(۸.۷) أوجد الدورة الباملتونية ذات الوزن الأكبر في الرسم الذي في الشكل رقم 
ih‏ 


انمتن ار( بر 


Trees الأشجار‎ 


لا يرى الأحمق نفس الشجرة التي يراها الحكيم. 


Wıllıam Blake 


الجميع لديه معرفة بفكرة شجرة العائلة. في هذا الفصل؛ سندرس الأشجار بشكل 
عام» مع تركيز خاص على الأشجار المولدة في الرسم المترابط. وكذلك على نتيجة 


كيلي المذهلة حول تعداد الأشجار المعلمة. وينتهي الفصل ببعض التطبيقات 


اشرق 


خحواص الأشجار Properties of trees‏ 
نسمى الرسم الذي لا يحوي دورات غابة (2)80:65» ونسمي الغابة المترابطة 
شجرة (866)). فمثلاء يوضح الشكل رقم )5,١(‏ غابة ذات أربع مركبات كل منها 
شجرة بداتها”. للا حل 3 الأشجار والغايات هي رسومات خط 


” الشجرة اليمئ في الشكل رقم )٤,١(‏ مشهورة جدا بنباحها. 


5 
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الشكل رقم )4,١(‏ غابة بأربع مركبات . 


في كثير من الأحيان تكون الشجرة أبسط رسم غير تافه. وكما سنرى فإن لبا 
العديد من الخواص الجميلة » مثل حقيقة أن أي رأسين يكونان مرتبطين بمسار وحيد. 
عند محاولة إثبات نتيجة عامة للرسومات: فإنه من الأفضل فى بعض الأحيان محاولة 
إثباتها للأشجار. وقي الحقيقة» فإن هناك العديد من الأحداس التى لم تثبت لرسومات 
عامة بينما أثبتت صحتها بالنسبة للأشجار. 

تسرد المبرهنة التالية بعكلا من الخواص البسيطة للأشجار. 








مره رقم 1 501 رفن کن رؤوسة فد ندال الجمل التالية متكافعة : 
)2 شجرة؛ 
(ب) لا يحوي 7 دورات» وعدد أضلاعه ۸-1 ؛ 
(ج) 7 مترابط » وعدد أضلاعه ۸-1 ؛ 
(د ) 7 مترابط ؛ وکل ضلع يكون جسرا ؛ 
(ه) أي رأسين في 7 يرتبطان بمسار واحد فقط ؛ 
(و) لا يحوي 7 دورات؛ ولكن إضافة أي ضلع جديد يصنع دورة و احدة فقط. 
البرهان. إذا كان 2-1 فإن جميع الست نتائج تكون واضحة : لدا | سار شن 


H2 2 


A۱ Trees الأشجار‎ 


7 چا أن لآ وق اقورات وان حذف أي ضلع يجعل الرسم غير 
مترابط ويفصله إلى رسمين اثنين كل منهما شجرة. وعليه؛ باستخدام الاستقراء نجد أن 
عدد الأضلاع في كل من هاتين الشجرتين أقل بواحد من عدد الرؤوس. ومنه نستنتج 
أن العدد الكلى لأضلاع ۲ هو 7-1. 

(ب)->»(ج). إذا كان 7 غير مترابط فإن كل مركبة في 7 هي رسم مترابط 
وبدون دورات» وبالتالى» من الفقرة السابقة» فإن عدد الرؤوس في كل مركبة يزيد 
عن عدد الأضلاع بواحد. وعليه فإن عدد رؤوس 7 الكلى يزيد عن عدد الأضلاع 
الكلى باثنين على الأقل» وهذا يناقض كون عدد أضلاع 7 يساوي 7-1. 

(ج)حه(د). إن ڪلف أ ضلع من الرسم ينتج عنه س عدد رؤّوسه 7 
وعدد أضلاعه 7-2» وبالتالى فإن ذلك يعني أنه غير مترابط باستخدام مبرهنة 2.5. 

ونا زه عا ان 7 مترابط فإن كل زوج من الرؤوس يربطهما على الأقل 
مسار واحد. إذا فرضنا أن هناك رأسين بينهما مساران» فإن ذلك يعني أن هذين 
المسارين يحويان دورة» وهذا يناقض كون كل ضلع جسرا. 

(ه) > (و). إذا حوى 7 دورة فإن كل رأسين في الدورة يرتبطان بمسارين على 
الأقل: ا يناقض العبارة (ه). أما إِذا أضفنا ضلعا ة إلى 7 فإثنا نكون قد تسببنا ف 
صنع دورة؛ لأن هناك مسارا مسبقا يربط طرفي ء. أما إثبات أننا نحصل على دورة 
واحدة فقط فينتج من تمرين أي 

(و) ع( أ ). رض أن 7 غير متزابط. إذا أضفنا إلى 7 أنى ضلع بحيث يربط 


رأسا في مركبة مع رأس في مركبة أخرى» فإن ذلك لن يتسبب في صنع دورة. / / 





نتيجة رقم (5,1). إذا كانت © غابة عدد رؤوسها ” وعدد مركباتها ۸» فإن عدد 





| أضلاع 6 هو .n-k‏ 


AY‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان. طبق مبرهنة رقم )5,١(‏ (ج) أعلاه لكل مركبة فى 6. / / 

لاحظ أنه باستخدام تمهيدية المصافحة: فإن حاصل جمع درجات رؤوس 
شجرة عدد رؤوسها ‏ يساوي ضعف عدد الأضلاع (أي 27-2). وبالتالي» إذا كان 
2< فإن أي شجرة عدد رؤوسها ” تحوي على الأقل ورقتين. 

ليكن © رسما مترابطا.. غندئلوه من الممكن اختيار دورة في © (إن وجدت) 
وحذف ضلع من أضلاعها. الرسم الناتج ما يزال مترابطا. وبتكرار ذلك في دورة أخرى 
والاستمرار إلى أن تستنفد جميع دورات الرسم 6» فإننا نحصل في النهاية على رسم 
مترابط لا يحتوي على دورة وستخدم جميع ۋوش 26 أن اشجرة اولسمى اهيلة 


الشجرة شجرة مولدة (ععم #ستسسقم؟5) للرسم 7. يوضح الشكل رقم 7 سما 
وإحدى أشجاره المولدة. 





الشكل رقم (؟,5)رسم وشجرة مولدة له . 


وبشكل عام ؛ دآ #آن © رسا غناة رؤوسة « وعلد اطتللاعه وعدم کات 
۸ء فإنه بإمكاننا تكرار ذلك الإجراء على كل مركبة في 6. ويسمى الرسم الناتج غابة 
مولدة )spanning forest)‏ للرسم 6. ونسمى العدد الكلى للأضلاع الحذوفة رتبة 
الدورة (كامه: ءاءز») للرسم 6» ونرمز له بالرمز (©)7. لاحظ أن 
+2 - 7 - (1/)6 وهو عدد صحيح غير سالب» كما يتضح من مبرهنة رقم 


Ar 1۲٥ع الأشجار‎ 


(). من الأفضل كذلك تعريف رتبة مجموعة القطع (kصد٣‏ ا#ءاس»)» وهي عدد 
الأضلاع في غابة مولدة» ونرمز له بالرمز (4)6. لاحظ أن )- ”= (6)). هناك 
بعض الخواص الخاصة برتبة مجموعة القطع في تمرين 4.17. 

قبل التعمق» سنثبت نتيجتين بسيطتين تتعلقان بالغابات المولدة. في المبرهنة 
التالية» نعنى بمكمل (1676806مدهمء) الغابة المولدة 7 في رسم © (ليس بالضرورة 
بسيط) بأنه الرسم الذي نحصل عليه من 6 بعد حذف أضلاع 7. 


مبرهنة رقم .)٤,۳(‏ إذا كانت 7 أي غابة مولدة لرسم © فإن 


(أ) كل مجموعة قطع في © تحوي ضلعا مشتركا مع 7 ؛ 
مشتركا مع مكمل  .7‏ 





البرهان. 

( أ ) لتكن '© مجموعة قطع في © بحيث إن حذفها يجزئ إحدى مركبات © إلى رسميين 
جزئيين 8 و . وبما أن 7 غابة مولدة فهذا يعنى أن 7 يحب أن تحوي 
ضلعا يربط رأسا من #7 مع رأس من ۸» وهذا هو الضلع المطلوب. 

(ب) لتكن © دورة في © ولیس لها ضلع مشترك مع مكمل 7. إذن © محتواه في 7» 
وهذا تناقض. / / 


من المواضيع المرتبطة بفكرة الغابة المولدة 7 لرسم © ما يتعلق بالمجموعة 
الأساسية للدورات المرتبطة بالغابة 7. ويمكن تكوين تلك المجموعة كما يلى : إذا أضفنا 
إلى 7 أي ضلع في © بحيث لا يكون من أضلاع 7 فإنه» من مبرهنة رقم )٤.١(‏ (و)» 
نحصل على دورة وحيدة. الجموعة الأساسية للدورات المرتبطة بالغابة 7 
(fundamental set of cycles associated with 7T)‏ هي مجموعة الدورات التي حصل 


A4‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


عليها بتلك الطريقة› أي بإضافة كل ضلع في © على حدة بحيث لا يكون من أضلاع 
7. لا نهتم أحيانا بالغابة المولدة بعينها وإنما نرجع ببساطة إلى مجموعة أساسية من 
دورات ©. لاحظ أن عدد الدورات في أى مجموعة أساسية يجب أن يساوي رتبة الدورة 
للرسم 6©. يوضح الشكل رقم (5,7) المجموعة الأساسية لدورات الرسم الموضح في 
الشكل رقم (1.5) والمرتبطة بالشجرة المولدة المعطاة. 
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الشكل رقم (,4)امجموعة الأساسية لدورات الرسم السابق . 


في ضوء ملاحظاتنا في نهاية البند 5» ربا كان من المأمول أن نستطيع تعريف 
جموغة: أساسية حمر عات القطع في © والمرتبطة بغابة مولدة 7. وهذا ما سنفعله في 
الحقيقة. من مبرهنة رقم )5.١(‏ (د)» حذف أي ضلع في 7 يجزئ مجموعة رؤوس 7 إلى 
جموعتين منفصلتين ,7 و :1. مجموعة جميع أضلاع 6 التى تربط اا 7 مع رأس 
من :17 هي مجموعة قطع في 6. ومجموعة جميع مجموعات القطع النائجة باستخدام هذه 
الطريقة» أي بعد حذف كل ضلع في 7 على حدة؛ هي المجموعة الأساسية لمجموعات 
القطع المرتبطة بالغابة 7 )7 .)fundamental set of cutsets associated with‏ لاحظ أن 
عدد مجموعات القطع في أي مجموعة أساسية يجب أن يساوي رتبة مجموعة القطع 
للرسم 6. المجموعة الأساسية لمجموعات القطع في الرسم المعطى في الشكل رقم )٤.۲(‏ 
والمرتبطة بالشجرة المولدة المعطاة هي (€4,€6,€4] ,(€6,€7,€4,€) ,}%€,€2,€5,€7{ ,[12,25. 


A Trees الأشجار‎ 


تمارين رقم )٩(‏ 
(4.1* أوجد جميع الأشجار في الشكل رقم (1,4). 
(۹,۲) أثبت» باستخدام الرسم» أن هناك ست أشجار (غير متماثلة) بستة رؤوس»› 
ان سحا ایق عير و افيسرة ب رزو 
(۳.) (أ) أثبت أن كل شجرة هي رسم ثنائي التجزئة. 
با أي من الالشجار يكونبرسما تنا اة اما 
(5)4.4 ارسم جميع الأشجار المولدة للرسم في الشكل رقم (5.5). 
(4,5) ارسم جميع الأشجار المولدة للرسم في الشكل رقم .)٤.٥(‏ 





الشكل رقم (4 ,4). الشكل رقم (ه , 4). 


(5)4,5 أوجد المجموعة الأساسية للدورات وجموعات القطع للرسم في الشكل رقم 
(0) والمرتبطة بالشجرة المولدة الموضحة. 





الشكل رفم (,8). 


(۹.۷) أوجد رتبة الدورة ورتبة مجموعة القطع لكل من الرسومات التالية : 


. (ه) رسم بيترسس‎ Ne) رف و ؟ (ح) 7 ؟‎ ؛K;‎ (Î) 


61م مقدمة قي نظرية الرسومات 


(۹.۸) ليكن 6 رسما مترابطا. ما الذي يمكنك قوله عن 
(أ) ضلم في © يظهر في كل شجرة مولدة؟ 

(ب) ضلع في © لا يظهر في أي شجرة مولدة؟ 

0 إا كانت © رسما مترابطا فإئنا نعرق مركز © (جعاسءه) على أنه راس « غیت 
إن أكبر مسافة بين « والرؤوس الأخرى في © تكون أصغر ما يمكن. بحذف 
الأوراق تتأبعيا : أثبت أن كل شجرة يكون لہا إما مركز واحد أو مركزان 
متجاوران. أعط مثالا لشجرة من كل نوع بسبعة رؤوس. 

(7")8.16 1 ) لتكن *© مجموعة أضلاع في رسم ©. أثبت أنه إذا كانت *© تحوي ضلعا 

مشتركا مع كل غابة مولدة في 6» فإن ٥”‏ تحوي مجموعة قطع. 
(ب) أوجد نتيجة مشابهة للدورات. 

)4,1١( >‏ لتكن 7 و :1 شجرتين مولدتين لرسم مترابط ©. 

( أ ) إذا كان » أي ضلع في 7» أثبت أنه يوجد ضلع / في :7 بحيث إن الرسم 
(/ر) دا ([) - 7) (والذي نحصل عليه من :7 بعد تبديل ء ي/) هو أيضًا 
NTE‏ 

(ب) استنتج آنه يمكن تحويل 7 إلى :7 بتبديل أضلاع 7 واحدا تلو الآخر 
بأضلاع :1 بحيث إننا نمحصل على شجرة مولدة في كل مرحلة. 

39 ايع أنه 81 انك 8# رمسم کان عد Bk; O‏ 7# 
و 046 7 بالطريقة المألوفة» فإن رتبة مجموعة القطع ي تحقق : 
UE CEYS AUDI EG‏ هيت ENÎ‏ هو عدد أضلاع // ؛ 
(ب) إذا کان ۸1 رسما جزئيا من ۸ فإن (1) 2 > (11) ؛ 

.E(H UK)+é(H NK) > é(H) + &(K) (ج)‎ 


الأشجار ومع AV‏ 


(۹,۳)* ليكن 7 الفضاء المتجه المقابل لرسم بسيط مترابط 6» ولتكن 7 شجرة مولدة 
ل ©. 
3 لبت أن اشوا الأسابيية للنورات الاي بالشجرة 2 ينكل اساسا 
للفضاء الحزئي للدورات #. 
(ب) أوجد نتيجة مشابهة للفضاء الجزئي لمجموعات القطع #. 
(ج) استنتج أن بعدي # و # هما (7)0 و (0)ي » على الترتيب. 


Counting trees تعداد الأشجار‎ 

إن موضوع تعداد الرسومات هو عبارة عن إيجاد عدد الرسومات غير المتمائلة 
والتي تحقق خاصية معينة. بدأت دراسة هذا الموضوع في الخمسينات من القرن التاسع 
عشرء وقد بدأها آرثر كيلى لإواناه© طا الذي طبقها فيما بعد في مسألة تعداد 
الألكانات ٥:۴8:‏ بعدد معطى من ذرات الكربون. كما لاحظ؛ وكما سترى أنت ف 
البند 11: أن هذه المسألة هي عبارة عن إيجاد عدد الأشجار والتي درجة كل رأس فيها 
إما 4 أو 1. 

تقد حل العفيد فق فسائل تعداد الرسوفات» على سمل الال هن المسكة 
إيحاد عدذ الرسومات» والرسومات المترايطة: والأشجارء والرسومات الأويلرية إذا 
اظيا عدة رؤوسقا وعدد اظبلاعهاء ومع ذلك» فلم توجد بعد نتائج عامة مناظرة 
ذلك قا عخصن الرسومات: المسنوية وال سوماك الباملتوتة كه المضول عل 
معظم النتائح المعروفة باستخدام مبرهنة أساسية في العد تنسب إلى بوليا بزاة<» ويمكن 
الحصول على معلومات وفيرة عنها في هراري وبالمر [30] #عصلةط & بصوية11. وبكل 
أسف » فإنه من الغالب في كل حالة أن يكون من غير الممكن إيجاد صيغة مبسطة لتلك 
النتائج. انظر الملحق لرؤية جداول لبعض النتائج المعروفة. 


A۸‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


لق تعرس هذا البدد اساسا لاون العيبة مشهورة عادة ما ترچ إلى كيلى : 
وهى عن عدد الأكبيفار المعلمة والتي لبا عدد معين من الرؤوس. انظر الشكل رقم 
(5,0) لفهم ما نقصدء حيث يبين الشكل ثلاث طرق لتعليم شجرة ذات أربعة 
رؤوس. وبما أن الشجرة المعلمة الثانية هي عكس الأولى» فإن هاتين الشجرتين 
لمن هما نفس الشجرة .ومن جه أخرىء. قات آيَا منيسا ل عا الت 2 الملعة 
الثالثة » كما يمكنك ملاحظته بمقارنة درجات الرأس 3. وعليه فإن عكس أي تعليم لا 
ينتج ليما س ولذا فإن عدد الطرق لتعليم هذه الشجرة هو 4!(/2-12). وبنفس 
الطريقة» عدد الطرق لتعليم الشجرة في الشكل 0 لبا عر 4 لأن الرأس فى 
الوسط عك أن يُعلم بأربع طرق مختلفة» وكل طريقة تحد 2205 وعليه » فان 
العدد الكلى اهار امل غير المتماثلة ذات الأربعة رؤوس هو 12+4-16. 


I © # 83 
1 2 ك‎ 4 4 2 2 1 
٠ © © © ©©© 8 


الشكل رقم )٤,۷(‏ عدد الأشجار المعلمة . 


سد سس" 
8` 0 
الشكل رقم )٤,۸(‏ عدد طرق تعليم الشجرة هو 4 . 








aE‏ مبرهنة كيلي theorem)‏ ey'sاCay)»‏ والتى تعمم هذه النشيجة 


الأشجار 1۲۵65 ۸۹ 





ملاحظة. البرهانان التاليان هما لبروفر 21162 ولكلارك arkeاC»›‏ لمزيد ١‏ مد اا انظر 
إلى مون [31] .Mo0‏ 
البرهان الأول. سننشئ تناظرا أحاديا بين مجموعة الأشجار المعلمة التي لہا ” رأس 
ومجموعة المتتاليات (1,0:,...,6,,2©) حيث :4 عدد صحيح فق 7 2 ,نت 15. وحيت إن 
هناك بالضبط *” من هذه المتتاليات فإننا نحصل على المطلوب مباشرة. سنفترض أن 
3 لآن النسجة واضحة عنذما كاو 2ن 

فخ أجل إنشاء ذلك التناظر: لتغرطن أولا أن 7 شجرة معلمة عدد زؤوسها ٠١‏ 
ثم نوضح كيف يكن تحديد التتالية. إذا كان رط هو أصغر علم معطى لورقة في 7ء نعلّم 
الرأس المجاور ل :8 ب به. ومن ثم نحذف الرأس 5١‏ والضلع المرتبط به لتنتح شجرة 
معلمة ذات 1-” رأس. الآن؛ بفرض أن ة هو أضخر علم معطى لورقة في شجرتنا 
الجديدة» نعلم الرأس المجاور له بالعلم :». ثم نحذف الرأس د۵ والضلع المرتبط به كما 
فملنا مسقا اقم نكرو تفس الإجراء حت يبقى فقط رأساتة .وتكونة المعالية المظالوية 
هي (دمت,....زه.ره). فمثلاء لو كانت 7 هي الشجرة المعلمة الموضحة في الشكل رقم 
(5,9) فان 2حرم؛ 6حره؛ 3حيق ؛ تحيه ؛ 4=رط؛ 6دره ؛ 6حرق ؛ 5=ږه ؛ 5حوق ؟ 1-و. 


وتكون المتتالية المطلوبة هى (6,5,6,5,1). 


الشكل رقم )٤,۹(‏ شجرة معلمة . 


وللحصول على التناظر العكسي » نأخذ المتتالية (م,ه,...,يهىره): ونجعل رة أصغر 
عدد لا يظهر فيهاء ونربط الرأسين به و ط. ثم نحذف به من المتتالية ونزيل :ط من اعتبارناء 
ل اترو نفس اوجرا مآ مببق. بهل الطريقة تكرن قد بيا الشمجرة لما سلما سقلا 
إذا ابتدأنا بالمتالية (6,5,6,5,1) فان 2-رم ؛ 3=رط ؛ جحيق ؛ 6حيق ؛ 5حوفء و الأضلاع المناظرة 
هي 53,62 ,64 ,56 ,15. ثم ننهي البناء بربط آخر رأسين لم نذكرهما- في هذه الحالة 1 و 7. 
يمكن ببساطة التحقق من أنه إذا بدأنا بأي شجرة معلمة وأوجدنا المتتالية المناظرة» ثم 
أوجدنا الشجرة المعلمة المناظرة للمتتالية» فإننا ‏ نحصل على الشجرة التي بدأنا بها. وبهذا 
نكون قد أنشأنا التناظر المطلوب» ومنه نحصل على النتيجة. / / 
البرهان الثاني. لنفرض أن (7)«,4 هو عدد الأشجار المعلمة التي لها ” رأس والتي تحوي 
رأسا « ذا درجة ۴. سنوجد صيغة ل (:7)7» ومن ثم نحصل على النتيجة بإيجاد المجموع 
من ۸=1 إلى 1--). 

لتكن 4 أي شجرة معلمة بحيث يكون فيها « ذا درجة 1. إن حذف من 4 أي 
ضلع ۶« غير مرتبط بالرأس « يتسبب في تكوين شجرتين جزئيتين» إحداهما تحوي ١‏ 
مع أي من ”« أو 2 (لنقل «)» والأخرى تحوى 2. إذا ربطنا الآن الرأسين « و 2 فإننا 
نحصل على شجرة معلمة 8 وفيها #-(4680 (انظر الشكل رقم .)5.٠١‏ نسمي زوج 
الأشجار المعلمة (4,8) اقترانا (عkaہ1)‏ إذا استطعنا الحصول على 8 من 4 بالطريقة 
أعلاه. هدفنا الآن هو إيجاد عدد الاقترانات الممكنة (4,8). 





الشكل رقم ٤,١ ١‏ )اقتران : 


الأشجار وعم ۹١‏ 


ما أنه يمكن اختيار 4 بعدد من الطرق قدره (7)۸,۸-1» وبما أن 8 وحيدة التعريف 
عن طريق الضلع 2< والذي يمكن اختياره بعدد من الطرق وقدره غ-”-(1-)-(7-1) ؛ 
فإن العدد الكلي للاقترانات (4.8) هو (1-/,:)7-407). 

من جهة أخرى» لنفرض أن 8 شجرة معلمة وفيها #-(468)0: ولنفرض أن 
7 هي الأشجار الجزئية الناتجة من 8 بعد حذف الرأس ١‏ وكل ضلع مرتبط به. 
سنحصل على شجرة بعلي 4 وفيها 1-/-()ع06 بعد حذف من 8 فقط أحد هذه 
الأضلاع (لنقل باد حيث :س في 7) › وربط رس بأى رأس » في أى شجرة جزئية أخرى 
7 (انظر الشكل رقم .)5,١١‏ لاحظ أن الزوج المناظر (4.8) من الأشجار المعلمة عبارة 
عن اقتران» وأنه يمكن الحصول على جميع الاقترانات باستخدام هذه الطريقة. 
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الشكل رقم )4,١١(‏ اقتران . 


نا أنه مخ اخ یاز 8 يعدد من الطرق قندره(7:2: وقا أن دة 
الطرق لربط ,« للرؤوس في أي شجرة جزئية أخرى ,7 هو ,”-(7-1)؛ حيث إن :” 
هو ع دد رؤوس :7» فإن عددالاقترانات الكلي (4,8) هو: 
(1(0-1(70-م) T(nk){(-1—-n,)+...+(n-1-n,)}=‏ + لأن =n-1‏ وبج. ود 
وعليه نكون قد أثبتنا أن (,1(7)۸- ۸-1()۸) = (1-ع/ ,)17( - #) . 


a۲‏ مقدمة ف نظرية الر سومات 
ونحل هذه العلاقة الار تدادية واستخدام الحقيقة الواضحة 1-(7),7-1 نستنتح 
اع اء اد الو . سح اب 
مباشرة ان 2| | - 70:60 وبالجمع على جميع القيم الممكنة ل 


نستنتج أن العنى 2005 كلأ شار المعلمة التي لها ” رأس يعطى بالعلاقة : 


ظ ا مو / [أ-م اعم 
T(n,k) 5 6 r (n -1)+ 2 2‏ »2 5 (7)7 كر 






البرهان. فييفرة با دات EF‏ يو جد شجرة مولدة وحيدة نلو 5 
وبالعكس» كل شجرة مولدة للرسم ,× تعطى شجرة معلمة وحيدة ذات ” رأس. // 

ننهى. عتا الد بذكر نس لتيجة مهمة كن استخدامها ق حساب عدد 
الأشجار المولدة في أي رسم بسيط مترابط. تسمى هذه النتيجة مبرهنة الشجرة المصفوفة 


.113581(' ]9[ وإثباتها موجود في هرارى‎ (matrix-tree theorem) 







| مبرهنه رقم H7‏ يڪن G‏ رسما بسيطا مترابطا جموعة رۆۈسه {Vises} a‏ ¢ 
وره متجاورين» 0ر« في خلاف ذلك. عندئر» عدد الأشجار المولدة للرسم © ٠‏ 


يساو ي العامل المر افق (cofactor)‏ لای عنصر ف .M‏ 


تمارين رقم )١١(‏ 
( تحقق مباشرة من أن هناك بالضبط 125 شجرة معلمة يخمسة رؤوس. 
(0,١23ت‏ في البرهان الأول لمبرهنة كيلى» أوجد : 


( أ ) الشجرتين المعلمتين المناظرتين للمتتاليتين (1,2,3,4) و (3,3,3,3). 


الأشجار وعع”1 ن 


(ب) المتتاليتين المناظرتين للشجرتين المعلمتين في الشكل رقم .)5,١7(‏ 
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الشكل رقم (؟١,4).‏ 


١ ( )٠٠,۳(‏ أوجد عدد الأشجار التي عدد رؤوسها ” مع معلومية ورقة فيها. 
(ب) استنتج أنه إذا كانت ” عددا كبيراء وكان هناك رأس معطى في شجرة 
قات سرس » اف السصال أن کرد ذلك الراس ورقة پار ريا اب 
(3,5 كم عدد الأشجار المولدة للرسم .12؟ 
)١١.6(‏ ليكن (2)6 عدد الأشجار المولدة لرسم مترابط ©. 
() أثبت أنه لكل ضلع ©» فإن ١6(‏ 6): + 0 -26): - (2)0. 
(ب) استخدم هذه النتيجة لحساب ( ور 4ل )2 . 
*)٠٠,(‏ استخدم مبرهنة الشجرة المصفوفة لإثبات مبرهنة كيلي. 
”)٠١0/(‏ ليكن ()7 هو عدد الأأشجار العامة التي لها ” رأس. 


( أ( باجاد عدد طرق ربط شجرة معلمة ذات # رأس مع أخرى دات 72-1 


رأس » أثنت أن ) -)2(7)(7- مالغ = (8) 1(72 -)2 . 


ظ | بر / احم 
(ب) استنتح المتطابقة * ”(1-)2 = '“ ”(2 - ۸( اد ,. 


k=l 


تطبيقات إضافية More applications‏ 
تطرقنا في البند ۸ إلى ثلاث مسائل تظهر في بحوث العمليات- مسألة المسار 
الأقصرء ومسألة ساعي البريد الصينية » ومسألة البائع المتجول. سندرس في هذا البند 
اربعة تطبيقات أخرى لنظرية الرسوماث: مأخوذة من موث العمليات» والكيمياء 
العضوية » ونظرية الشبكات الكهربائية» والحاسب. وكلها تستلزم استخدام الأشجار. 


مسألة الرابط الأصغر The minimum connector problem‏ 
لنفرض أننا نريد إنشاء شبكة سكة حديد تربط « مدينة بحيث يمكن لأي راكب 
أن ينتقل من مدينة إلى أخرى. إذا افترضناء لأسباب اقتصادية؛ أن الكمية الكلية 
للحديد المستخدم يجب أن تكون أقل ما يمكن: فإن الرسم المكون باعتبار ال ” مدينة 
كرؤوس والسكك الرابطة كأضلاع يجب أن تكون شجرة. والمسألة هي إيجاد خوارزمية 
جيدة تفيد في معرفة أي من ال ”” شجرة ممكنة اللاتي تربط هذه المدن تستخدم أقل 

كمية من الحديد: مع افتراض معرفتنا بالمسافة بين أي مدن 

كما سبق» بالإمكان إعادة صياغة المسألة بدلالة الرسومات الموزونة. نرمز لوزن 
الضلع e‏ بالرمز (ء)«» وهدفنا هو إيجاد شجرة مولدة7 بأقل وزن كلي ممكن (17)7. 
بخلاف بعض المسائل التي تطرقنا إليها مسبقاء هناك خوارزمية بسيطة تعطي الحل. 
وتعرف كخوارزمية شرهة (تدط)1ةرمع21 8:60) حيث نطمع في كل مرحلة ونختار 
ضلعا ذا وزن أصغري بحيث نتفادى صنع أي دورة. على سبيل المثال» إذا كانت هناك 
خمس مدن كما هو موضح في الشكل رقم )٤.۱۳(‏ » فإننا نبداً باختيار الضلعين 48/ 
(وزنه 2) و 82 (وزنه 3). لا يمكننا الآن اختيار الضلع 42 (وزنه 4) ؛ لأن ذلك 


سيصنع الدورة 488 : لذا نختار الضلع 28 (وزنه 5). ومن ثم لا يمكننا اختيار أي من 


الأشجار ۲۵آ ۹٥‏ 
الضلعين 4۳ أو 85 (الوزن 6) ؛ لأن آيا منهما سيصنع دورة» لذا نختار الضلع 8€ 
(وزنه 7). وهذا يكمل الشجرة (انظر الشكل رقم .)5,١5‏ 

أ 


د 0 1 ۴ E ٣‏ 
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E ١ 3 5‏ 
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كك 1 503 
[١‏ ل ا 8 0-0-5 1 
00 بيد 3 ١‏ 
١‏ م 35 ا 1 
| 5 سر وار د كر | 
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الشكل رقم )4,١7"(‏ حمس مدن 


57 
ر 
ا 
B0 ۳‏ 
ا . 
| ا 1 
| 5 ا 
| ف أ 
5 ا ا 1 1 
ظ 3 ا 
/ = | 
[ سه ١‏ 
.® . 
7 ب 


الشكل رقم )5,١4(‏ شجرة مولدة بأقل وزن . 


المبرهنة التالية تصف هذه الخوارزمية بشكل عام. 


مبرهنة رقم (/,غ). ليكن 0 ا مترابطا عدد رؤؤوسه 77. عندئل » الخوارزمية ظ 
التالية تعطي حلا لمسألة الرابط الأصغر: 





() لنفرض أن .© ضلع في © ووزنه أصغر ما يمكن ؛ 


55 مقدمة في نظرية الرسومات 


| (ب) لنعرف المتتالية رحو... وت#ودع وذلك باختيارع 2 كل مرحلة ؛ ضلع حا رد له ظ 
أصغر وزن ممكن وبحيث لا يصنع دورة مع الأضلاع التي قبله ,ء. الشجرة ‏ 


المولدة المطلوبة هي الرسم الجزئي 7 من الرسم © والذي أضلاعه هي 





ارعان إن حقيقة أن ۲ شجرة مولدة للرسم © بتضم مباقدرة سن مبوهدة راقم (4.1) 
(ب). يبقى فقط إثبات أن الوزن الكلي للشجرة 7 هو أقل ما يمكن. ولإثبات ذلك› 
لنفرض أن ى هي شجرة مولدة © بحيث إن (7)#>(7)5. إذا كان .»ه هو أول ضلع في 
المتتالية أعلاه لا يقع في 5» فإن الرسم الجزئي من © والمكون بإضافة ءه إلى 5 يحوي 
دورة وحيدة © تحوي الضلع ,». وبا أن © تحوي ضلعا » واقعا في 5 دون7 فإن الرسم 
الحزئي الناتج من 5 بعد تبديل © به هو شجرة مولدة '5. ولكن» من الخوارزمية ؛ 
w(e, ) > w(e)‏ « وبالتالى فان (5)/ > ('5) #۴ »2 وعدد الأضلاع المشتركة بين "8و 
7 يزيد بمقدار 1 عن تلك التي بين 5 و 7. وبتكرار هذا الإجراء نستنتح أنه بمقدورنا تغيير 
5 إلى 7» خطوة بخطوة» وبحيث إن الوزن الكلي يقل في كل مرحلة. وعليه فإن 
(17)7(>77)5» مما يعطي التناقض المطلوب. / / 

سنطبق الآن الخوارزمية الشرهة للحصول على حد سفلي لحل مسألة البائع 
المتجول. وهذا مفيد ؛ لأن الخوارزمية الشرهة هي خوارزمية ذات كفاية عالية» بينما لا 
توجد خوارزميات ذات كفاية عالية لمسألة البائع المتجول. 

إذا أخذنا أي دورة هاملتونية في رسم تام موزون وحذفنا أي رأس «»› فإننا 
نحصل على مسار نصف هاملتوني» ومثل هذا المسار يجب أن يكون شجرة مولدة. 
وعليه فإن أي حل لمسألة البائع المتجول يجب أن يتألف من شجرة مولدة من هذا 
النوع ؛ بالإضافة إلى ضلعين مرتبطين بالرأس «. وبالتالي لو اعتبرنا وزن شجرة مولدة 


الأشجار ومع ۹۷ 


بأقل وزن (نحصل عليه من الخوارزمية الشرهة) وأضفنا أصغر وزنين لضلعين مرتبطين 
بالرأس «» فإننا نحصل على حد سفلي لحل مسألة البائع المتجول. 

قمثلاً: إذا اعتيرنا الرسم الموزون في الشكل رقم (4,17)+ واستبغدنا الرأس 
©» فإن رؤوس الرسم الموزون الناتج هي 8 ,2 ,8 ,4. والشجرة المولدة التي تزن أقل ما 
بمكن وتربط هذه الرؤوس الأربعة هي الشجرة التي أضلاعها 28 ,82 ,48» وبوزن 
كلى 10. وأصغر وزنين لضلعين مرتبطين بالرأس © هما 8© و ٥4‏ (أو 08) يوزن كلى 
5 (انظر الشكل رقم .)5.١5‏ وبالتالي فإن الحد السفلي المطلوب لمسألة البائع المتجول 
هو 25. وحيث إن الإجابة الصحيحة هي 26 فإننا نرى أن هذا التناول لمسألة البائع 
الملتجول يمكن أن يعطي نتائج مذهلة. 
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الشكل رقم )4,١(‏ حد سفلي لمسألة البائع المتعجول . 


تعداد الجر یئات الكيميائية Enumeration of chemical molecules‏ 
إن إحدى الاستخدامات القديمة للأشجار كان متضمنا في إيجاد عدد الجزيئات 
الكيميائية. إذا كان لدينا جزيء يتألف من ذرات كربون وذرات هيدروجين» فإنه 
بمقدورنا تمثيله كرسم بحيث تظهر كل ذرة كربون كرأس بدرجة 4» وكل ذرة 


هيدروجين كراس بدرجة 1. 


۹۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


يوصح الشكل رقم )4,١1(‏ رسمي ال ” بيوتان و 2-ميثيل ترويان: وبالرعم 
من أن لبما نفس الصيغة الكيميائية C05»‏ إلا أنهما جزيئان مختلفان لأن الذرات مرتبة 
بطريقة مختلفة في كل جزيء. يشكل هذان الحزيئان جزءا من جموعة عامة للجزيئات 
المعروفة باسم الألكانات,: أو البرافينات بصبغة كتسائية دببرجطلىن). وبدهيا أن ساك عن 


عدد الحزيئات المختلفة التى لبا هذه الصيغة. 


/ 
"5 | ١ اك الاك‎ 
H—C—C—C—C—H 
(١ 3 1١ | sS 
HH HH H HH ار ر‎ 
H H H H 


الشكل رقم )4,١5(‏ 7 - بيوتان و 2 ميثيل برويان . 


وللإجابة على ذلك» نلاحظ أولا أن رسم أي جزيء بالصيغة .د۴1١‏ هو 
شجرة» باستخدام مبرهنة رقم )5,١(‏ (ج) ؛ لأن الرسم مترابط وله 2+,3-(27+2)+, 
رأس و 1+,2+2((/2-3)+:4) ضلع. لاحظ أيضاً أن الجزيء محدد تماما متى ما علمنا 
وضعية ذرات الكربون ؛ لأنه يمكن إضافة ذرات البيدروجين بحيث تجعل درجة كل 
رأس كربون 4. وبالتالي فإنه يكن الاستغناء عن ذرات البيدروجين؛ كما في الشكل 
رقم (/5,17): وُختصر المسألة إلى إيجاد عدد الأشجار التي لہا ” رأس بحيث إن درجة 


۹ ۹ Trees الأشجار‎ 





الشكل رقم )4,١1٠(‏ الاستغناء عن ذرات الهيدروجين . 


لقد حل كيلي هذه المسألة في عام ٥ح»‏ وذلك بحساب عدد الطرق التي 
يمكن من خلالها بناء الأشجار من مراكزها (انظر تمرين رقم 4,4). يصعب مناقشة 
تفاصيل ذلك هناء للمزيد انظر يقز و لويد وويلسون [11]. لقد جاء بوليا را۴ .6 
وغيره آخرين وأزاحوا الكثير من أعمال كيلى عن الواجهة» حيث توصلوا إلى إمكانية 
إحصاء العديد من السلاسل الكيميائية باستخدام طرق نظرية متعلقة بالرسومات. 


الشبيكاث الكهر بائية Electrical networks‏ 


لنفرض أننا أعطينا الشبكة الكهربائية التي في الشكل رقم (5,14)» وأننا 
نرغب ف إيجاد الثيار في كل سلك. 





الشكل رقم )4,١48(‏ شبكة كهربائية . 
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الشكل رقم )٤,۱۹(‏ جاه اختياري للتيار . 


لعمل ذلك ؛ سنخصص اتجاه اختياري للتيار في كل سلك؛ كما في الشكل رقم 
(5) ونطبق قوانين كيرتشوف ءwه|‏ مراع : 

() المجموع الجبري للتيارات عند كل رأس هو 0 ؛ 

(ب) فرق الجهد الكلي في كل دورة يساوي مجموع حواصل ضرب التيارات :ا 

بالمقاومات ,۸ في تلك الدورة. 

وبتطبيق قانون كيرتشوف الثاني للدورات ۲۳۲۸۷ ,۲۳۲7۲ ,۲۲۸۷ء المحصل 
على الاد لاس 

IR HER, FR, BE; ER, FR, LR, :0ج‎ E, FLR, SB 
المعادلة الثالثة هي ببساطة مجموع المعادلتين الأوليين» ولا تعطينا أية معلومات إضافية.‎ 
وبالطريقة نفسهاء إذا طبقنا معادلات كيرتشوف للدورات #۲۲۷ و 172117 فانه‎ 
بمقدورنا استنتاج معادلة الدورة '17/772(1. وسنوفر الكثير من الجهد إذا استطعنا إيجاد‎ 
مجموعة من الدورات التي تعطينا المعلومات التي نحتاجها بدون أي زيادة» ويمكن‎ 
في هذا‎ .)٩ الحصول على ذلك باستخدام مجموعة أساسية من الدورات (انظر البند‎ 
نحصل على المعادلات‎ »)٤.۳( لمثال» بأخذ النظام الأساسي للدورات في الشكل رقم‎ 
: التالية‎ 


للغورة ١7737‏ 0 - 
للدورة ۲۲×7۲ ع 0 5S‏ 


= FEF 


ة٠‎ Trees الأشجار‎ 


, i Hl 
DR +ER, +R, 
/ ل‎ + kG + ا‎ 


والمعادلات التي تظهر من قانون كيرتشوف الأول هي : 


للراس × 0 = 
ا 0 = 
للرأس #» 0 = 


لح clo‏ 
= پ1 


بالإمكان حل هذه المعادلات الثمانية الآن للحصول على التيارات الثمانية 1:,...,2. 
على سبيل المثال؛ إذا كانت 5-12 وإذا كان لكل سلك وحدة مقاومة (أى 8-1 لكل :) 
فإن الحل يكون كما هو معطى في الشكل رقم .)5,5١(‏ 





الشكل رقم )4,7٠(‏ حل مسألة الشبكة الكهربائية . 


1 مقدمة في نظرية الرسومات 
البحث ٤‏ الأشجار Searching trees‏ 

في كثير من التطبيقات نعتبر أشجارا ذات بناء تنظيمى › يك کون راس واد 
في القمة (ويسمى الجذر 2006) وتتفرع منه الرؤوس الأخرى للأسفل» كما في الشكل 
رقم .)5.5١(‏ فمثلاء غالبا ما تنظم الملفات الحاسوبية أو أنظمة التصنيف فى مكتبة بهذه 


الطريقة فيك تخرن المحلومات عثل الرؤوسن. 





الشكل رقم )4,7١(‏ شجرة جذرها ى . 


وإذا أردنا معلومة جزئية فيلزم أن يكون بمقدورنا بحث الشجرة بطريقة منظمة. 
ويشمل ذلك عادة فحص كل جزء في الشجرة حتى نجد الرأس المطلوب. يجب أن نجد 
طريقة بحيث نزور في النهاية كل أجزاء الشجرة بدون الإكثار من تكرار زيارة كل 
56 

هناك طريقتا بحث مشهورتين- البحث العمقي (طعتتهءة 194 طام06) والبحث 
العرضی (طءرةء5 غ425 0و0 ). في كلتا الطريقتين نزور جميع الرؤوس ولكن 
بترتيب مختلف. وليس هناك قاعدة على أسناسبها يتوجب استخدام أى طريقة لساألة 
معينة - فلكل منهما تحاسنه. على سبيل المثال ؛ يستخدم البحث العرضي في 


ef Trees الأشجار‎ 


خوارزمية المسار الأقصر (البند ۸)» بينما يستخدم البحث العمقى في إيجاد انسيابات 
اللات (الكك 9 

في طريقة البحث العرضي » فإننا ننتتشر إلى أكبر عدد ممكن من الرؤوس قبل 
التعمق داخل الشجرة. وهذا يعني أننا نزور جميع الرؤوس المجاورة للرأس الحالي قبل 
الانطلاق إلى رأس آخر. فمثلا باعتبار الشجرة في الشكل رقم (١۲.٤)ء‏ فلكي نجري 
البحث العرضي فإننا نبدأ بالرأس ۾ ونزور الرأسين 6 و» الممجاورين لر ». ثم نزور 
الرأسيق وء الجاورين لذ والرؤوس نع #راشاورةلرة: وأخيرا نؤور الرؤوس 1# 
الجاورة لِ4: ثم الرأس: المجاور لر وهذا يعطينا الشجرة المعلمة في الشكل رقم 
)٤,۲۲(‏ حيث تناظرالأعلام الترتيب الذي على أساسه زرنا الرؤوس. 


الشكل رقم (؟؟,4) شجرة معلمة تبعا لطريقة البحث العرضي . 


في طريقة البحث العمقى › فإننا نتعمق داخل الشجرة بقدر الإمكان قبل 
الأتشار إلى الرؤوس الأخرى. قمثلا باعسار الشجرة في الشكل زقه )٤,١١(‏ مرة 
أخرى » فلكى نجري البحث العمقى فإننا نبدأ بالرأس ۾ وتتحرك للأسفل إلى 5 و 4 و :. 
ولأننا لا نستطيع أن نخترق أكثر› فإننا نعود إلى 4 ومن ثم ننزل إلى ر يجب أن نعود 


الآن مرة أخرى ونذهب إلى 4. نعود الآن عبر4 إلى ط ومنه ننزل إلى .٠‏ وبالرجوع إلى ۾ 


نتحرك إلى © ثم و 1ء وأكتيرا إلى م و ۸ قبل العودة إلى ۾. وهذا يعطينا الشجرة المعلمة 
في الشكل رقم )٤.۲۳(‏ حيث تناظر الأعلام الترتيب الذي على أساسه زرنا الرؤوس. 


4 


ر 


6 © 
4 2 


5 
9 





0 


الشكل رقم (4,7) شجرة معلمة تبعا لطريقة البحث العمقي . 
تمارين رقم )١١(‏ 


(0© استخدم الخوارزمية الشرهة لإيجاد شجرة مولدة بأقل وزن للرسم في الشكل 
رقم .)٤,۲٤(‏ 


الشكل رقم (4 4,7). 


.)5,715( أوجد شجرة مولدة بأقل وزن للرسم في الشكل رقم‎ )١( 


الأشجار 5ع1:6 ق . ١‏ 





105 الت أن إذا كان كل ضلع في رسم مترابط موزون © له نفس الوزن» فإن 
الخوارزمية الشرهة تعطى طريقة لإنشاء شجرة مولدة في ©. 

)١(‏ )كيف يمكنك تعديل الخوارزمية الشرهة لايجاد شجرة مولدة بأكبر وزن؟ 
(ب) أوجد شجرة مولدة بأكبر وزن لكل من الرسمين الموزونين في الشكلان 

رى )£43 

(511.0 بتطبيق الخوارزمية الشرهة على مسألة البائع المتجول المذكورة سابقاء ما هي 
الحدود السفلية التى تحصل عليها إذا استبعدت كلا ن آل روفن 8 85 4 
يذللا عن 0 

(0595 أنيت آئد لكل قيمة للعدد «: فإن الرسم المقابل للكحول 11:,,,011,© هو 
رة لدرجة واس الأكسجين هي 2). 

.٤Cي#رو ارسم الحزيئين الكيميائين ذوي الصيغة 2ر11ه© و‎ )١١( 

(3)11.8 طبق طريقتي البحث العرضي والبحث العمقي على الشجرة في الشكل رقم 


OT ل‎ 


3 





اله لشكل رقم (5؟4,7). 


)١١(‏ طبق طريقتي البحث العرضي والبحث العمقى على الشجرة في الشكل رقم 
EY)‏ 
9 





a 0ع‎ f 
.)٤,۲۷( الشكل رقم‎ 


2١١٠(‏ تحقق من صحة التيارات في الشكل رقم )٤,۲١(‏ بتطبيق قوانين كيرتشوف 
للدورات الأساسية المرتبطة بالشجرة المولدة قالخ أضلاعها ۲7 VA, VW, WEZ‏ 
(1111) اكتب وحل مغادلات كيرتشوف للشبكة في الشكل رقم (5,18): -حيث إن 


اللأعداد تعني المقاومات. 





(لنمتل نا مم 


Planarity الاأستوائبة‎ 


لن يوصلك التملق إلى أى مكان. 


سئبدأ الآن دراسة لنظرية الرسومات التوبولوجية والتى ترتبط الرسومات فيها 
متى يمكن رسم الرسم في المستوى وعلى الأسطح الأخرى. سنناقش في البند ١١‏ 
الرسومات المستوية؛ وشت أن بعص الرسومات غير مستوبه › وندكر نص مبرهنه 
كوراتوسكى الت 'تضنفه لنا الرسومات المسنتوية» وتثبت اق البتد ١۴‏ سيعة: أويلر 
المتعلقة بعدد الرؤوس والأضلاع والأوجه في رسم مرسوم في المستوى» ونعممها إلى 
رسومات مرسومة على أسطح أخرى في البند .١5‏ في البند ٠١‏ ندرس الثنوية» ثم غختم 
الفصل بي البند 1 ١‏ ببعض المواضيع عن الرسومات غير المنتهية. 


الرسومات ا لمستوية Planarity‏ 
الرسم | مستوى (planar graph)‏ هو رسم يمكن رسمه ف المستوى بدون 
تقاطعات- أي أنه» يمكن رسمه بحيث لا يتقاطع ضلعان هندسيا إلا عند رأس يرتبط 


٠١9 
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فد اد اقشاق اتسس مثل ذلك التمثيل تمثيل مستوى (عwin d4‏ eموام).‏ غالا ما 
نستخدم الاختصار رسم مستوى (طرهمع عموام) بدلا فن ایل نتوین ارس اسا 
على سبيل المثال» يبين الشكل رقم )0.١(‏ ثلاثة رسومات للرسم المستوي ,1ء ولكن 
فقط الرسمين الثاني والثالث هما رسما مستوى. 





الشكل رقم (١,ه)‏ الرسم Kı‏ . 


يقودنا الرسم الأيمن في الشكل رقم (5,1) إلى التساؤل عما إذا كان بالإمكان 
رسم أي رسم مستو في المستوى بحيث يمثّل كل ضلع بخط مستقيم. وبالرغم من أنه لا 
يمكن رسم العروات والأضلاع المتكررة كخطوط مستقيمة» إلا أن واقنر ”عة .>1 في 
عام 1936 وفاري ۴۵۲۷ .1 في عام ۸٤۱۹ح»‏ أثبتا باستقلالية أنه کن رسم كل رسم 
مستو بسيط باستخدام خطوط مستقيمة. لتفصيل ذلك انظر إلى شارتراند وليزنياك 


.Chartrand & Lesniak [8] 


ليست جميع الرسومات مستوية » كما يتضح من المبرهنة التالية : 





ملا حظة. سنعطي برهانين ليدة النتيجة. الأول برهان إنشائى ومعطى هنا والبرهان 
الثانى والذى سنقدمه في البند ٠١‏ يظهر كنتيجة لصيغة أويلر. 


E Planarity الأستوائية‎ 


البرهان. 
ال ك أو لا ان 0603 رسسم SE‏ ` ا أن K33‏ يحوي دوره 


جاج جرج ج سج رج امن طول 6 فان أ ثيل مھ که 31 


يحوي هذه الدورة مرسومة بشكل سداسي ؛ كما في الشكل رقم (0,5). 





الشكل رقم )٥,۲(‏ دورة ف 13 الشكل رقم (6,75) UX‏ خارج السداسي . 


وعليه فإن الضلع 2 يجب أن يقع إما داخل السداسي بالكلية أو خارجه 
بالكلية. سنتعامل مع الحالة التي يكون فيها ع« داخل السداسي- الحالة اللأخرى 
مشابهة. بما أن الضلع ×» يجب أن لا يقطع الضلع 22 فإنه يجب أن يقع خارج 
السداسي ؛ وذلك موضح الآن في الشكل رقم (5.7). الآن» من غير الممكن أن نرسم 
الضلع :زد ؛ لأنه سيقطع إما ٠×‏ أو 2«. وهذا يعطي التناقض المطلوب. 

لنفرض أن ء۸ رسم مستو. بما أن :1 يحوي دورة ۷ ج 2 ج برج ++ بورج ١‏ 
من طول 5 فإن أي تمثيل مستوى يجب أن يحوي هذه الدورة مرسومة بشكل خماسي » 
كما في الشكل رقم (0,5). 


i‏ مقدمة في نظرية الرسومات 





* 0552 : 7 
الشكل ر قم (54,ه) دورة في +5 . الشكل رقم (9,۵) ×۷ و س خارج الخماسي ١‏ 


وعليه فإن الضلع 2 يجب أن يقع إما داخل الخماسي بالكلية أو خارجه 
بالكلية. سنتعامل مع الحالة التي يكون فيها 2 داخل الخماسي- الحالة الأخرى 
مشابهة. بما أن الضلعين ×« و رس لا يقطعان الضلع 2 فيجب أن يقعا خارج الخماسي ؛ 
وكذلك الحال بالنسبة للضلع «« الذي يقع خارج الخماسي» وبالتالى فإن الضلعين نرم 


و 2د يجب أن يتقاطعا. وهذا يعطي التناقض المطلوب. // 

لاحظ أن كل رسم جزئي من رسم مستو يكون مستويا. وكل رسم يحوي رسما 
جزئيا غير مستو يجب أن يكون رسما غير مستو. وبالتالي فإن أي رسم يحوي Kl‏ أ 5 
كرسم جزئي يكون غير مستو. وفي الحقيقة» كما سنرى؛ هذان الرسمان هما "عمودا 
البناء للرسومات غير المستوية» بمعنى أن كل رسم غير مستو يجب أن يحوي" على 
الأقل أحدهما. 

ولصياغة هذه العبارة بدقة أكثرء نقول عن رسمين إنهما متماثلان اتصاليا 
)nomeomorphi)‏ إذا كان بالإمكان الحصول على كل منهما من رسم ما وذلك 
بإدخال رؤوس جديدة من درجة 2 في أضلاعه. فمثلاء أي دورتين هما متمائلتان 
اتصالياء كما هو الحال بالنسبة للرسمين في الشكل رقم (0.3). 


١ ١ Planarity الأستوائية‎ 





الشكل رقم (5,ه) رسمان متماثلان اتصاليا . 


لاحظ أن تقديم مصطلح "التماثل الاتصالي' هو فقط أسلوب فني ؛ لأنه لا 
علاقة لإدخال أو حذف رؤوس من درجة 2 بمفهوم الأستواثية. ومع ذلك» فإنه يمكننا 
من ذكر نص المبرهنة المهمة التالية والمعروفة باسم مبرهنة كوراتوسكي ك'ن0wskاura)‏ 
1٥٥۲۲۳‏ : والتی تزودنا بشرط لازم وكاف لكي يكون الرسم مستويا. 






مبرهنة رقم (؟,6) )1930 .(Kuratowski,‏ يكون رسم ما مستويا إذا وفقط إدا لم 
يحو رسما جزئيا متماثلا اتصاليا مع ء۸ أو ددك. 





إن برهان مبرهنة كوراتوسكي طويل»؛ ويتضمن الكثير من الأفكار» ولن نتعرض له ؛ 
انظر بوندي ومرتي [7] أو هراري [9] إذا أردت البرهان. ومع ذلك» سنستخدم مبرهنة 
كوراتوسكي للحصول على توصيف آخر للاستوائية. ولعمل ذلك» نقول أولا إن 
رسم # قابل للتقليص (عاطفا»ة6همه) إلى £ أو ۸ إذا كان بمقدورنا الحصول على 
| رو۸؛ وذلك بتفليص أضلاع 4 تدريجيا. فمثلا رسع م سدع کی ر قابل 
للتقليص إلى ء×» كما يتضح من تقليص الخمسة أضلاع التي تربط الدورة الخماسية 
الداخلية والدورة الخماسية الخارجية (انظر الشكل رقم 9,7). 


1 مقدمة في نظرية الرسومات 





rr FEY‏ ج لتفرض ا کس ا كوراتوسكي» فان 
6 يحوي رسما جزئيا ٨‏ متماثلا اتصالياً مع ء۸ أو ددك. وبالتقليص التدريجي لأضلاع ۲1 
المرتبطة برأس من درجة 2 نستنتج أن ۸# قابل للتقليص إلى ۸ أو دو۸. 

© لنفرض الآن أن 6 يحوي رسما جزئيا ‏ قابلا للتقليص إلى د » ولنفرض 
أن الرأس « في د۸ يظهر من تقليص الرسم »٨1,‏ وهو رسم جزئي من 8 (انظر الشكل 
رقم 0,8). 





الشكل رقم )8,۸( الرأس ٧‏ ينتج من تقليص 1v‏ . 


إن اراس ١‏ يرتبط في د بثلاثة أضلاع © ,© 1©. وباعتبارها أضلاع في 7 فإن 
هده الأضلاع تكون مرتبطة بشلا نه اليسة بالضصرورة مختلفة) رورس ¥3 ودلا FH ٤ Vı,‏ 


١ ١ ه‎ Planarity الأستوائية‎ 


إذا كانت الرؤوس ١١‏ ,د۷ ,م مختلفة فانه يمكن أن نجد 5 ٤ W‏ 8 وثلاثة مسارات من 
« إلى هذه الرؤوس تتقاطع فقط عند «. (وبنفس الطريقة » يكن الحصول على ذلك 
إذا كانت الرؤوس غير مختلفة» حيث تنفصل المسارات إلى أكثر من رأس) ومنه» فإنه 
يمكننا تبديل الرسم ٨7,‏ برأس 7 وثلاثة مسارات تخرج منه. إذا كررنا هذا الإنشاء لكل 
رأس في وي قإن الرسم الحرئى الناتج يكون متمائلا اتصاليا مع دية. ومن مبرفئة 
كوراتوسكي نستنتج أن © غير مستو (انظر الشكل رقم 0,4). 





الشكل رقم (۵,۹) رسم متماثل اتصاليا مع دع . 


ويمكن استخدام نفس النقاش إذا كان © حاويا لرسم جزئي قابلا للتقليص إلى 
:۸. وستكون التفاصيل هنا أكثر تعقيدا ؛ لأن الرسم الجزئي الذي نحصل عليه بالطريقة 
أعلاه يمكن أن يكون متماثلاً اتصالياً مع أي من :× أو د ؛ انظر شارتراند وليزنياك 
[8]. // 

نختم هذا البند بتقديم مفهوم 'عدد التقاطعات" لرسم. إذا حاولنا رسم ء× أو 
ده على المستوى» فيجب أن يكون هناك على الأقل تقاطع واحد للأضلاع ؛ لأن 
هذين الرسميين غير مستويين. ومع ذلك» فإننا لا نحتاج أكثر من تقاطع واحد (انظر 
الشكل رقم )08.٠١‏ لنقول إن × أو × لبما عدد تقاطعات 1. 


Eb‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
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الشكل رقم )2,٠١١(‏ اقل عدد من التقاطعات . 


وبشكل عام نعرف عدد التقاطعات cr)6( )crossin8 "um be۲)‏ لرسم 6 أنه 
أقل عدد من التقاطعات التي يمكن أن تحدث عندما يرسم © في المستوى. وعليهء فإنه 
يمكن استخدام عدد التقاطعات لمعرفة إلى أى درجة يكون © غير مستو. على سبيل 
المثال» عدد التقاطعات لأى رسم مستو هو 0» و ۲)۸(=1ء -(55):ن. لاحظ أن كلمة 
'نتقاطع" دائما تعني تقاطع ضلعين اثنين فقط ؛ تقاطع ثلاثة أضلاع أو أكثر غير مسموحٌ 


به. 


تمارين رقم )١7(‏ 


(۲,1) أثبت؛ باستخدام الرسم» أن الرسومات التالية مستوية : 
([)العسلة ]| ¢ 
(ب) عمانى الو جوه. 


0 أثبت أنه يمكن رسم الرسم في الشكل رقم )٥,1١(‏ في المستوى بدون 
تقاطعات. 


11۷ Pan الأستوائية‎ 








iF rer 





الشكل رقم .)٥,١١(‏ 
(۲۳) هناك ثلاثة جيران بينهم شيء من العداء ويستخدمون نفس آبار الماء والزيت 
والِيس. ولکي يتفادوا ملاقاة بعضهم رغبوا فى إنشاء مسارات غير متقاطعة 
في كل بيت من بيوتهم إلى كل من الآبار الثلاثة. هل يمكن عمل ذلك؟ 
(5)17,4 أي من الرسومات التامة والرسومات ثنائية التجزئة التامة يكون مستويا؟ 
N‏ الات اي للمددع يثرن امب م کر 8 وكوي 
(ب) لأي قيمة للأعداد ؛ , ,۶ يكون الرسم ثلاثي التجزئة التام» ,.ة مستويا؟ 
(11) أثبت أن رسم بيترسن غير مستو 
(أ) باستخدام مبرهنة رقم (؟.0) ؛ 
(ب) باستخدام مبرهنة رقم (0,۳). 
(تلميح للفقرة ( آ): استبعد ضلعين أفقيين) 
(۲.۷) أعط مثالا لكل ما يلي : 
( أ ) رسم غير مستو وغير متماثل اتصاليا مع :۸ أو د۸ ؛ 
(ب) رسم غير مستو وغير قابل للتقليص إلى ء۸ أو د۸ ؛ 
لِم لا يناقض وجود هذه الرسومات مبرهنتي(0,7 و 0,7) ؟ 


۱۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


)١7,4(‏ لنفرض أن هناك رسمين متماثلين اتصاليا بجيث إن عدد الرؤوس هوه وغدد 

الأضلاع هو ,ب (1-1,2) ع ایت أن =m, - FR,‏ ,21 - 771 . 

() تقول عن رسم © إنه مستو خارجي )outerplanar)‏ إذا أمكن رسمه فى 

المستوى بحيث تقع جميع رؤوسه على الحد الخارجى*. 

(أ) أثبت أن »× أو ديك هما رسمين غير مستويين خارجيا. 

(ب) استسج أنه ذا كان ©.رسما مستويا خارجيا فإن© لا جو رسما جزتیا 
متماثلا اتصاليا مع أو قابلا للتقليص إلى ,5 أو د۸. (عكس هذه النتيجة 
صحيح أيضاء ما يعطي توصيفا من نوعية كوراتوسكي لرسم ما كي 
وكوش سک ا خا 

9 ت أذ قلا من بک عرسم رسن اله خاد اشرات 2 

A۱ ۱)‏ لنعرضص أن كلا من ٣‏ و د روجي › أثیت أن 6 - 2()5 - .Cr(K, ,) > rs(r‏ 
واحصل على نتيجة مشابهة عندما يكون ” أو , فرديا أو كلاهما فرديان. 
(تلميح : ضع ال ” رأس على محور × بحيث يكون هناك 2 رأس على 
جانبي نقطة الأصل» وضع ال 5 رأس على عور نر بطريقة مشابهة. ثم عد 


التقاطعات.) 
م لنعرض أن © رسم مستو مجموعة رؤوسه هي (,نا eê‏ 1ع ولنعرضص أن 


...م أي # من النقاط المختلفة في المستوى. استخدم مناقشة استكشافية 
86 لإثبات أنه يمكن رسم © في المستوى بحيث إن النقطة بم تمثل الرأس 
با لكل :. 


. يقصد المؤلف أن الرسم المستوي حارحيا هو في الأساس رسع مساو ويحقق الخاصية المذ كورة. 


١١ 5 Planarity الأستوائية‎ 


4 
ل سه بوضع الرقوسى على 00 55 ال اليل کت أنه 
يمكن رسم أي رسم بسيط بدون تقاطعات في الفراغ ثلاثي الأبعاد الإقليدي 
امم : 2 , 
وبحيث إن كل ضلع يمثل عخط مستقيم. 


صيغة أويلر Euler's formula‏ 
إذا كان © رسما مستويا فإن أي تمثيل مستوّى ل © يجزئ مجموعة نقاط 
المستوى التي لا تقع في © إلى مناطق تسمى أوجها (72005). فمثلاء رسما المستوى في 
الشكلان رقمي 0,١7(‏ و7١,0)‏ لما ثمانية أوجه وأربعة أوجه»ء على الترتيب. لاحظ 


أنه في كل حالة» الوجه برهو وجه غير حدود» ويسمى الوجه اللانهائى ( 0166م 


„(face 





الشكل ر قم )5,١7(‏ رسم مستوي بأربعة أوجه . 


.۲ : 
مقدمة في نظرية الرسومات 


ج اا د 2 a 1 ٠‏ أ 8 
ليس | ك ما يميز الوجه اللانهائي- في الحقيقة: كل وجه يمكن اختيا 5 
وححها ا ا 1ا ° ا ۴ لقف اناد ايا 
وذلك بالاستفادة من الإسقاط الإستريوقراة اا 
555 الک * e‏ و 1 ظ 7 ١‏ ( 3 2 لب 
ش . ش ؟ِ ١‏ 2 و 
يكون وجها لا نهائياء ومن ثم نسقط الر المستوء 
1 00 ظ سم على مستوى المماس للكرة عند القطب 
لجنوبي. الآن يكون الوجه المختار هو الوجه اللانهائي. ) 





الشكل رقم (4 )3,١‏ الإسقاط الإستريوقراف . 
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1 


لشكل رقم (ه١,2)‏ تمثيل للرسم الذي في شكل ٠,٠١‏ . 


١١١ Planar الأستوائية‎ 


يوضح الشكل رقم )٠,٠١(‏ تمثيلا للرسم الذي في الشكل رقم )٥.۱۳(‏ وبحيث 
يكون وجهه اللانهائي هو /. 

سنذكر الآن ونثبت صيغة أويلر والتي تخبرنا أنه مهما كان تمثيل المستوى لرسم 
مستو فان عدد الأوجه هو دائما نفسه ويعطى بقانون سهل. يلخص تمرين رقم 
(1,11) برهانا آخرا لذلك. 


مبرهنة رقم )0,4( )1750 .(Euler,‏ لنفغرضص أن G‏ تمثيل مسو لرسم مستو 


مترابط » ولنرمز ب ” 7 / لعدد رؤوس وأضلاع وأوجه ©» على الترتيب. عندئكوء | 
.n-m+f=2‏ 
ماللاحظة. يعطي الشكل رقم 855 مثالا على هذه المبرهنة» حيث 7-11 , 7-13 ,4= 
وعليه : 11-13+4-2-/71+7-م. 
البرهان. 
باستخدام الاستقراء على عدد أضلاع ©. إذا كانت 7-0 فإن 1=« (لأن © مترابط) 
و1/ (الوجه اللانهائي). وبالتالى فإن المبرهنة صحيحة في هذه الحالة. 
لنفرض الآن أن المبرهنة صحيحة لجميع الرسومات التي عدد أضلاعها على 
الاك 1ح ولغرض أن 6 رسم عدد أضلاعه 7. إذا كان © شجرة فان 1--س و 1= 
وبالتالي فإن 2=/+«-”» كما هو مطلوب. إذا لم يكن © شجرة» لنفرض أن ء ضلع في 
دورة ما في ©. عندئلٍ» ع-6 هو رسم مستوى مترابط عدد رؤوسه ” وعدد أضلاعه m-1‏ 





وعدد أوجهه آ-/ » وبالتالى 2 -(1- /)+(2-1)-م باستخدام فرصية الاستقراء. 
ومله 2-/+ م كما هو مطلوب. 1 
غاا ما تسمى هذه النتيجة سقة :او بل لكثيرات الو جو Euler's polyhedron “e‏ 


formula‏ ؛ لأنها تربط عدد الرؤوس وعدد الأضلاع وعدد الأوجه ف كثيرة وجوه 


07 مقدمة في نظرية الرسومات 


حدبة 20707/نر/هج «07©. على سبيل المثال» بالنسبة للمكعب» يكون لدينا ,6=/ 
8-م ,12 و 8-12+6-2-/+-ه (انظر الشكل رقم 0.17). 





الشكل رقم (5,15) المكعب . 


ولفهم هذه العلاقة بشكل عام» أسقط كثيرة الوجوه على محيطهاء ومن ثم 
استخدم الإسقاط الإستريوقرافي (كما في الشكل رقم )0.١5‏ لإسقاطها على المستوى. 
الرسم الناتج هو رسم مستوى مترابط من درجة 3 وكل وجه فيه محدود بمضلع 
(دمع:نوامم)- مثل هذا الرسم يسمى ر 5 كثير الوجوه (طمهمع e۵۲41طرامم)‏ (انظر 
الشكل رقم .)0.١5‏ من الأفضل الآن إعادة صياغة مبرهنة رقم (5.5) لمثل تلك 


نتيجة رقم (0,5). لنفرض أن © رسم كثير الوجوه»ء فإنه» وباستخدام الترميز 





أعلاه » 2= +۸-ہ. 


وبالإمكان تعميم صيغة أويلر لتشمل الرسومات غير المترابطة. 






نتيجة رقم (0,1). لنفرض أن © رسم مستوى عدد رؤوسه ۸ وعدد أضلاعه ” 





وعدد أ 
البرهان. تستبين النتيجة بتطبيق صيغة أويلر على كل مركبة على حدة» آخذين في 
ااه عدم حساب الو جه اللانهائى أكثر من مرة واحدة. // 


وجهه / وعدد مركباته ۸› عندئلٍ 1[ +ع ح .n-m+ f‏ 


TTY Planarity الأستوائية‎ 


جميع النتائج المذكورة حتى الآن في هذا البند تخص رسومات مستوى اختيارية. 
ستقصر اهتمامنا الآن على الرسومات البسيطة. 


_ 258 ۴ 


( آ ) إذا کان © رسما مستويا بسيطا مترابطا عدد رؤوسه « (>3) | 


وعدد أضلاعه بمء فان 37-6 > 77. 





| (ب) بالإضافة إلى ذلك» إذا لم يحو © مثلثات فإن 2۸-4 > 71. 
البرهان. 
( أ ) بالامكان الافتراض بأن لديا قبا وی للرسم .G‏ بما أن كل وجه 
محدودٌ بثلاثة أضلاع على الأقل» فإنه يعد الأضلاع حول كل وجه ينتج 
أذ 52 3۶ : المعامل 2 أتى من حقيقة أن كل ضلع يحد وجهين. الآن 
نحصل على النتيجة المطلوبة من المتراجحة أعلاه وصيغة أويلر. 
(ب) تنتج هذه الفقرة بطريقة مشابهة» ما عدا أن المتراجحة 27# > 3 تُبدل ب 
AF Sn‏ 
وباستخدام هذه النتيجة يمكننا إعطاء برهان بديل لمبرهنة رقم (0,1). 






نتيجة رقم (0,8). 15 و ۸ رسمان غير مستويين. 0 
البيهاقد لو گان ی سما ساو راء فبتطبيق نتيجة رقم (0.7) ( أ ) نحصل على 10>9: 
وهذا تناقض. ولو كات وو رسا مسكوياء فبتطبيق نتيجة رقم (0,۷) (ب) محصل 
على 98ء وهذا تناقضر أيضا. /7/ 
نستتخدم الآن مناقشة مشابهة ؛ وذلك لإثبات المبرهنة التالية والمفيدة عند 


دراسة تلوين الرسومات. 


¥ تعس في نرية اكات 





بدون فقد للعمومية» يمكننا افتراض أن الرسم مترابط ويحوي على الأقل ثلاثة رؤوس. 
إذا كانت درجة كل رأس هي على الأقل 6» فإن لديناء وبالترميز أعلاه» ”2 > 6۸ء 
وعليه فإن 7# > 38. ومن نتيجة رقم (0.7) ( أ ) ينتج مباشرة أن 38-6 > ”3 » 
وهذا تتاقض. .// 

3 البند بملاحظات قليلة عن "سمك" الرسم. في البندسة الكهربائية؛ 
طبع أحيانا أجزاء من الشبكات على جانب واحد من صفيحة عازلة وتسمى فس الوا 
الوت وت إا خب رر ج أن ۷ ای وبالتالي فإن الرسم 
ی وی و اس م ی اقلت 


: 4 5 24 ۴ 
0 : ل ن 5 
٠ 2 [ ْ 1‏ بقارم جم ظ 
A gee‏ ا EEE‏ 
1 : : م 3 5 ا 6 TET‏ 





الشكل رقم )١,1۷(‏ الدوائر المطبوعة . 


ولشبكة عامة» ربما احتجنا لمعرفة عدد الدوائر المطبوعة التى نحتاجها لاكمال 
الشبكة الكلية. ولذا سنعرّف الآن السمّك (ووءساذط)) (6) لرسم © على أنه أصغر 
عدد من الرسومات المستوية والتي يمكن أن تُركب لتكوين 6. كما هو الحال مع عدد 
التقاطعات ؛› فإن السمك هو مفياس لر عدم استوائية الرسم ؛ فمثلا سمك الرسم 


١” هت‎ Planarity الأستوائية‎ 


المستوي هو 1» وسمك :× و درك هو 2. أما الشكل رقم )٥,۱۸(‏ فيوضح انس :5 


هو 2. 
ي 0 ب 
a <‏ 9 د 2 ير - د 0 5 
وا #7 2 ا / N yy.‏ 
١‏ 1 ش و | 1 / . ظ | 
KK |‏ 1 | 7 1 ظ 
١ / j N 3‏ 1 | 
an‏ ك/ ا با اله 
بيرم ا ١‏ 
س 


الشكل رقم (8,58) مك وك هو 2 


كما سنرى» يمكن الحصول بسهولة من صيغة أويلر على حد سفلي لسمك 
رسم. وبشكل مذهل » فإن هذا الحد السفلي عادة ما يكون هو القيمة الفعلية للسمك؛ 
كما يتضح بعد التحقق من ذلك باستخدام إنشاء مباشر. ولاشتقاق ذلك الحد السفلي ؛ 
نستخدم الرمزين إ ×| و | ×| ليرمزان» على الترتيب» للعدد الصحيح الأكبر الذي لا 
يزيد عن × والعدد الصحيح الأصغر الذى لا يقل عن ×؛ فمثلا 3 -13-]3]؛ 


3 -]ج]|؛ 4 -| 2 |. 


أن 6 نع دم عدد رؤوسه ۸ (> 3) وعدد 





مبرهنة رقم .)08,٠١(‏ لنفرض 
| أضلاعه ”2 عندئذٍء سمك ©» (6)ء يحقق المتراجحتين : 

m/Gn-6)| |‏ |< (©): و |(m + 3n - 7)/Gn-6)|‏ > (©)/ 
لهاد ا ء الأول هو تطبيق مباشر لنتيجة رقم (۷) ( 1 )ء وتأتى الأقواس من 
حقيقة أ الماك كدب أن وکن عنما صا أما الجزء الثاني فينتج من الأول 







باستخدام العلاقة» والتى من السهل إثباتهاء [4+8-1(/5)] =| ط/4|» حيث إن 
> و8 عددان صحيحان موجيان. / / 


تمارين رقم )١7(‏ 
)۱۳,١(‏ تحقق من صيغة أويلر لكل من : 
 (‏ ) العجلة #۶ ؛ 
(ب) تماني الوجوه ؛ 
(ج) الرسم في الشكل رقم )٥,۱۲(‏ ؛ 
(د ) الرسم ثنائي التجزئة التام ر۸. 
(۱۳,۲) أعد رسم الرسم في الشكل رقم (0,17) بحيث يكون 
(]) هو الوجه اللانهائي ؛ 
5 هو الوجه اللانهائي. 
(0.) ( أ ) استخدم صيغة أويلر لإثبات أنه إذا اة رمسا مستبا اطا طول 
نحيطه 5» فإنه وباستخدام الترميز أعلاه: 307-53 > ۳ . استنتج 
أن رسم بيترسن غير مستو. 
(ب) أوجد متراجحة تعمم النتيجة في الفقرة ( أ )» للرسومات المستوية 


المترابطة التي طول محيطها ”. 
15 فر أن © كثيرة وجوه (أو رسم كثير الوجوه)› وکل من أوجهه دود 


(أ) استخدم صيغة أويلر لإثبات أن © يجب أن يحوي على الأقل 12 وجها 


١ 1 Planarily الأستو ائية‎ 


(ب) أثبت » بالإضافة إلى ذلك» أنه إذا كان هناك بالضبط ثلاثة أوجه تلتقي 
عند كل رأس: فإن هناك بالضبط 12 وجها عمسا في ©. 
(17.4) بفرض أن © رسم مستوى بسيط بأقل من 12 وجه» وکل رأس فيه تكون 
درجته على الأقل 3. 
(أ) استخدم صيغة أويلر لإثبات أن © يحوي وجهاً محدودا بأريعة أضلاع 
على الأكثر. 
(ب) أعط مثالاً لتوضيح أن النتيجة في الفقرة ( أ ) غير صحيحة إذا كان عدد 
أوجه © يساوي 12. 
(15) ( أ ) بفرض أن © رسم مستوى تكعيبي مترابط وبسيط »› وبفرض أن ,© هو 
عدد الأوجه المحدودة ب ۸ ضلع. بإيجاد عدد رؤوس وأضلاع ©» آثبت أن 
2ه ت ت ل 1 3 
(ب) استنتج أن © يحوي على الأقل وجها واحدا محدودا بخمسة أضلاع على 
الأكثر. 
(10) لنفرض أن 6 رسم بسيط ويحوي على الأقل 11 رأساء وليكن € هو 
مكمل 6. 
( أ ) أثبت أنه لا يمكن أن يكون © و © كلاهما مستو. 
(في الحقيقة إذا بدّلنا 11 ي 9 تكون النتيجة أيضا صحيحة.) 
لك و جت رسيا #اعدة رقوبية اڭ إن 0د © كليهما مستو. 
لخ 1 اوعد سك 
(]) رسم بيترسن ؛ 
(ب) المكعب من درجة 4» +0. 


21153 یت آنا کی | aK jE wee TIES‏ 
(ب) استخدم نتائج التمرين رقم (117.7) لإثبات أن المساواة تتحقق إذا كانت 
7-8, وعدم صحتها في حالة 7-9 أو 210م,. 
(في الحقيقة ؛ المساواة تصح لكل + بخلاف 9 أو 10) 
(۱۳,۰) ( آ ) استخدم نتيجة رقم )٥,۷(‏ (ب) لإثيات أن [4- 2 + م2)/ىم] < ( ۰)۸ 
وتحقق من أن المساواة تصح لٍ eK‏ 
(ب) لنفرض أن ۲ زوجيء أثبت أن ×= (,.,م), » واستنتج من الفقرة ( أ ) أن 
2 - (, _ك): إذا كان 2(2/2-م)<5. 
(© لنفرض أن © رسم كثير الوجوه وليكن ”7 الفضاء الجزئي لدورات ©. 
( أ ) أثبت أن المضلعات التي تحد الأوجه المنتهية للرسم © تشكل أساساً 
ر Ww‏ 


(ب) استنتج نتيجة رقم .)0,٥(‏ 


الو سومات على أسطح أخر ى Graphs on other surfaces‏ 
تطرقنا في البندين السابقين إلى رسومات مرسومة في المستوى أو (بشكل 
مكافئ) على سطح كرة. سنتعرض الآن لرسم رسومات على أسطح أخرى- على 
سبيل المغال» الطارة 5,,ه/. من السهل التحقق من أنه بالإمكان رسم :× و د۸ بدون 
تقاطعات على سطح الطارة (انظر الشكل رقم 20.19؛ ومن البديهي أن نسأل عم إذا 
كانت هناك صيغ مناظرة لصيغة أويلر ومبرهنة كوراتوسكي للرسومات المرسومة على 
مثل هذه الأسطح. 


۲۹ Plan ary الأستوائية‎ 





391 س ف 5 0 / E.‏ سے 
ود E‏ هر و = ہے 
* حر يسع ) / 54 3 0 
٠١ | 2 | ١‏ کے ش / 
ٍْ ظ ١‏ ف 0 
مر ا | ۷ 7 | ١‏ 
چ 4 I‏ 7 0 1 
الود / ۴ ير کک ١‏ 
فير 5 آل لل a‏ 
re‏ 5 يت 


الشكل رقم (1 (0,١‏ راسم Kx‏ و 0 يدون تقاطعات : 


يمكن أن نتخيل الطارة كما لو كانت كرة ذات مقبض واحد. وبشكل عام ؛ 
تقول إن العدد النوعي (:سهمع) لسطح ما هو ي إذا كان السطح متماثلا اتصاليا 
ووا مع كرة ذات مقابض عددها #. إذا لم تعتد على هذه المصطلحات» فكر 
فقط في رسومات مرسومة على سطح دونت :»هه يحوي ثقوبا مل واه و ا 
فإن العدد النوعي للكرة هو 0: والعدد النوعي للطارة هو 1. 

نقول عن رسم يمكن رسمه بدون تقاطعات على سطح عدده النوعي © ولا 
يمكن رسمه على سطح غلده النوعي 1-چ»ء انه رسم دو عدد نوعي م ( 01 طصصرةرع 4 
م ›)genus‏ وعليه فان :5 و د٤‏ هي رسومات ذات عدد نوعي 1 (وتسمى كذلك 
رسومات طار وية „(toroidal graphs‏ 


تعطى المبرهنة التالية ا اا للعدد النوعى الرسم. 





مبرهنة رقم (0.11). لا يزيد العدد النوعي لأي رسم عن عدد ال ظ 
البرهان. . نرسم اريس ای سلج ناتيت 8 التقفاطعات أقل ما يمكن, وبالتالی 
يكون عددها e‏ لعدد التقاطعات ©. لننشيئع غند كل تقاطع سا ( كما ٤‏ 





* لا يقصد هنا الجسر المعرّف كمجموعة قطع مكونة من ضلع واحد. 


.۳ مقدمة في نظرية الرسومات 


الشكل رقم )١,١‏ وترسم يلعا فرق الجسر رخا تحته. بما أنه يمكن اعتبار كل جسر 
مقبضا فإننا نكون قد رسمنا الرسم على سطح كرة ذات » مقبض. وبالتالي فإن العدد 
النوعي لا يزيد عن ». / / 

ل يويد اليا أي نتيجة كاملة مناظرة لمبرهنة كوراتوسكي للأسطح ذات عدد 
بوعي ع إلا أن روہرتنسوں وسيمور N. Robertson & 2. Seymour‏ أثيتا أنه يوجد مجمع 
منت من الرسومات الجزئية الممنوعة ذات عدد نوعي ع»؛ لكل قيمة للعدد بم؛ مناظرة 
للرسمين الممنوعين :5 و 51 في الرسومات ذات العدد النوعي 0. 

أما في حالة صيغة أويلر فحظنا أوفر؛ لأنه يوجد تعميم بديهي للرسومات ذات 
عدد نوعي . وقي هذا التعميم ؛ فإننا نعرف الوجه (ع586) في رسم دي عدد نوعي چ 
بالطريقة البديهية. 






مبرهئة رقم 0 إذا كان © رسما مترابطا ذا عدد نوعي چ وعدد رؤوسه 7 





وعدد أضلاعه :7 وعدد أوجهه/ , فان ع2 -2= f‏ + 2. 
اناز هان. الخطو ات الأساسية في البرهان وتحلف التفاصيل. 

بدون فقد للعمومية» بإمكاننا فرض أن © مرسوم على سطح كرة ذات ۽ 
مقبض. كذلك يمكننا فرض أن المنحنيات 4 والتي تلتقي عندها المقابض بالكرة هى 
دورات في ©. لنكمش الآن تلك الدورات الحاوية لتلك المنحنيات إلى داخل الدورات. 

لنفصل الآن كل مقبض عند واحدٍ من طرفيه بحيث يكون للمقبض طرف حر £ 
ويناظره على الكرة ثقب #. بإمكاننا افتراض أن الدورة المناظرة لطرف المقبض تظهر 
عند كلا الطرفين » الطرف الحر ‏ والطرف الآخر؛ لأن الرؤوس والأضلاع الإضافية 
اللازمة لعمل ذلك يوازن بعضها البعض بالضبط» مما لا يغير في قيمة 7+-” (انظر 
الشكل رقم .)0,5١‏ 





10 Planarity الأستوائية‎ 





الشكل رقم )2,7٠(‏ فصل المقبض عند أحد طرفيه . 


ا 
نكمل البرهان وذلك بطى كل من هذه المقابض إلى الكرة*» تاركين الكرة ب 28 
ثقى. إن طريقة الطى هذه لا تغير قيمة 7+:”-7. وبما أن 2-/+:-7 تكون بالنسبة للكرة› 
فانه لكرة ذات 28 ثقب يكون 2-28 - f‏ + مم - 2 . ومنه ينتج المطلوب. / / 






نتيجة رقم .)٥,(‏ إن العدد النوعى؛ (©)8» لرسم بسيط © عدد رؤوسه 7 
ضلاعه ” يحقق المتراجحة | 1+ 372(/6-) | < (6)ع . 





(>4) وعدداً 
البرهآن: چا آن گل وجه محدود بثلاثة أضلاع على الأقل» فلدينا (كما في :نرهان نتيجة 
رقم (0.7) ( أ)) ”2 > /3. ومن ثم نحصل على النتيجة بعد تعويض هذه المتراجحة 
في مبرهنة رقم (0.17): واستخدام حقيقة أن العدد النوعي للرسم هو عدد صحيح. // 

كما هو الحال مع سمك الرسم» القليل يعرف عن العدد النوعي لرسم بشكل 
عام. الطريقة المعتادة لفهم ذلك هي باستخدام نتيجة رقم (0,17) وذلك للحصول 
على حد سفلي للعدد النوعي» ومن ثم محاولة الحصول على التمثيل المطلوب للرسم 


ياستخدام إنشاء مباشر. 


> أي تقصيرها من الطرف الجر 8 الطر ف الا شر 


١‏ مقدمة فى نظرية الرسومات 


إحدى الحالات ذات الأهمية التاريخية الخاصة هى الحالة الخاصة بالعدد النوعى 
للرسم التام. تخبرنا نتيجة رقم (0,17) أن العدد النوعي للرسم ,6 يحقق 
6+1/(م1(/2-3-م)م) | < ) ,)8 » وبعد قليل من التبسيط الجبري: 
.g(K,) > [ (r -3)(r -4)/12 |‏ 

ولقد جزم هيوود Percy Heawood‏ في عام ٠‏ 41٠1م‏ أن المتراجحة الاخ هي 
معادلة» وقد برهن ذلك رينقل و يونقز كعصداملا & اءعومنظ فى عام ۱۹1۸ح بعد كفاح 
وطويل. 


. )ع‎ (= | (n 3 3) -4(/ 12 | «(Ringel & Youngs, 1968) (0, \ ٤( مبرهنة رقم‎ 





ملاحظة. لن نثبت دلك هناء راجع رينقل [35] اءع" ۸1 لمناقشة وإثبات هذه المبرهنة. 
وبالإمكان الحصول على العديد من النتائج المتعلقة برسم الرسومات على هذه 

الأسطح» وكذلك على أسطح "غير-مؤسسة" (مثل المستوى الإسقاطي 1306نةزه:م 

م وشریط موبيس مء usناةM)‏ في باینیکی و ويلسون [27] أو قروس وتكر 067055 


.& Tucker [29|] 


تمارين رقم (5 )١‏ 
(21.1 يمكن اعتبار سطح الطارة كمستطيل تطابقت جوانبه المتقابلة (انظر الشكل 


رقم .)0,5١‏ ااا PETS‏ لووط وده ال ول ورك على الطارة. 


۳ Planarity الأستوائية‎ 


6 باخ تاع الكيل ف قريق رقه :)١4.1(‏ ات أن رسم بيترسن له عدد 
نوعى 1. 
kK) EK) meet OED‏ 
(ب) أعط مثالا لرسم تام عدده النوعي 2. 


(15.5١)(أ)‏ استخدم مبرهنة رقم )9,١5(‏ لإثبات أنه لا توجد قيمة للعدد ۸ بحيث إن 


.g(K,)=7 
ما هو العدد الصحيح التالي الذي لا يمكن أن يكون عددا اوا لای‎ (E) 


)۱٤.٥(‏ ( أ ) أعط مثالاً لرسم مستوى بحيث يكون منتظما من درجة 4» وكل وجه 
(ب) أثيت أنه لا يوجد رسم له عدد نوعي 1< چ بهذه الخواص. 
)١15.3(‏ (أ) أوجد حدا سفلياء مناظرا لذاك الذي في نتيجة رقم (0,17) + لرسم لا 
وي ا 
(رب) استنتج أن 4 /(2 -2()5 - 1 .£(K,,.)z‏ 
(لقد أثبت رينقل أن هذه معادلة.) 
)۱٤.۷(‏ ( أ ) لنفرض أن © رسم غير مستو ويمكن رسمه على شريط موبيس» أثبت 
أنء باستخدام الترميز المألوف» 1ح/+-8. 


(ب) أثبت أنه يمكن رسم × و ۸ على سطح شريط موبيس. 


قن مقدمة في نظرية الرسومات 


الرسومات الشنوية وطمةع اDua‏ 
أعطينا في مبرهنتي رقما (۵.۲ و 0.5) شروطا لازمة وكافية لرسم كي يكون 
نشیا ب :وبالتعنيق: تلك التي تنص على أن الرسم الأ شوق رسا جوا دياقلا 
اتضاليا معا أو قابا للتقليص إلى :4 و دد. سنناقش الآن شروطا من نوع آخر شاملة 
للفهوم الثنوية. 
لنفرض أن لدينا تمثيل مستوى لرسم مستو 6» ننشئ رسما آخراً '6: يسمى 
الرسم الثنوي (الہندسي) للرسم © (اaسل‏ عت نعصرمعع)). ويكون الانشاء على 
مرحلتين : 
( أ ) نختار نقطة "« داخل كل وجه في 6- هذه النقاط هي رؤوس 6 ؛ 
(ب) مناظرة لكل ضلع ء في © فإننا نرسم خطاً "© يقطع » (ولا يقطع أي ضلع 
آخر في 6)» وبحيث يربط الرأسين ”« فى الوجهين / اللذين يحدان 6- هذه 
الخطوط هي أضلاع *6 





الشكل رقم (7؟,ه) ل الدوي الهندسي . 


إن هذا الإنشاء موضح في الشكل رقم (0.77): حيث تل رؤوس ”6 ("ر) 
بمربعات صغيرة» وأضلاع © (0) بخطوط متصلة» وأضلاع *© ("ء) بخطوط منقطة. 


|o Planarity الأستوائية‎ 


لاحظ أن أي ورقة أو أي جسر في © يتسبب في إنشاء عروة في ”6 , وأنه إذا كان هناك 
وجهان في © يشتركان في أكثر من صْلع » فإن 6 سيحوي أضلاعا متكررة. 

الفكرة الندسية للثنوية قديمة جدا. على سبيل المثال؛ ف الكتاب الخامس عشر 
لإقليدس" والمؤلف حوالي 600-500 م» يذكر أن الرسم الثنوي للمكعب هو ماني 
الوجوه» وأن الرسم الثنوي لإثني عشري الوجوه هو عشروني الوجوه (انظر تمرين 
5). لاحظ أن أي رسمين متشأين من 06 بهذه الطريقة يجب أن يكونا متمائلين › لپا 
السبب نقول إن *© هو "الرسم الثنوي للرسم © بدلا من رسم ثنوي للرسم © . من 
جهة أخرى › إذا كان © يماثل 27 › فليس من الضروري أن يكون "© غماثلا للرسم 8 ؛ 
مثال على ذلك معطى في تمرين ۱١,١‏ . 

إذا كان © رسم مستوى ومترابط فإن '© رسم مستوى ومترابط» وهناك 
علاقات سهلة بين عدد الرؤوس والأضلاع والأوجه في © و *6.// 






تمهيدية دم 4 06ن تررس EL a NEE‏ 
وغدد أوجهه/ » وليكن الرسم الثنوي البندسي للرسم © هو ”© وعندد رؤوسة "+ 
ظ وعدد أضلاعه وعدد أوجهه » عندئل» n Fm =m, f =n‏ 
البرهان. أول علاقتين تنتجان مباشرة من تعريف *©. أما العلاقة الثالثة ذ 
نمويض هاتين العلاقتين في صيغة أويلر والذي نطبقه على كل من © و 3 

ما أن الرسم الثنوي ”6 لرسم م السنتوق 6 هو أيضا رسم مستوق: فإنه بالإمكان 
إعادة الإنشاء أعلاه لتكوين الرسم الثنوي "6 للرسم *©. إذا كان 6 مترابطا فإن 
العلاقة بين ”6 و © هي علاقة بسيطة كما سنوضح الآن. 


م١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 





27 E PTT PETE E 
G البرهان. ااا مباشرة ۽ لأنه بالامکان سای الإنشاء الذي "€ من‎ 
ليعطي © من ”6 ؛ فمثلا في الشكل رقم (0.۲۲) © هو الرسم الثنوي للرسم '6. نريد‎ 
فقط التأكد من أن الوجه الواحد في '© لا يحوى أكثر من رأس واحد من © (بالتأكيد‎ 
:” حيث‎ »۸ "=١ يحوي على الأقل رأسا واحدا)» وهذا ينتج مباشرة من العلاقات‎ 
// .6© هو عدد رؤوس‎ 

إذا كان 6 رسما مستويا فإنه يمكن تعريف رسم ثنوي للرسم © بأخذ أي تمثيل 
مستوى وإنشاء الرسم الثنوي الهندسي له» ولكن وحدانية الرسم الثنوي لا تتحقق 
دائما. وا أن الرسومات الثنوية معرفة فقط للرسومات المستوية»› فة سيل أن 
نقول إن الرسم يكون مستويا إذا وفقط إذا كان له رسم ثنوي. من جهة أخرى» لا 
يمكننا الاستفادة تما ذكرناه أعلاه للحكم على رسم معطى بأنه مستو. إذن فالحاجة 
واضحة لإيجاد تعريف للثنوية يعمم مفهوم الرسم الثنوي البندسي ويمكننا بثقة من 
الک علي م1[ كاة وسم ناوسا مسرا سستطيد فل الك اريف بن اللات 
نين ال ورات ومو عات القطع في رسم مستو © تحت مبداً الثنوية. سنصف الآن هذه 
العلاقة ونستخدمها للحصول على التعريف المطلوب. وهناك تعريف بديل معطى ف 
تمرين رقم .)١9,1١(‏ 






اف زف 11 44 يكن © رسما مرا و "ن ١‏ الرنيه لاوس لبنس 8 ظ 
عندئد؛ تشكل مجموعة من أضلاع © دورة في © إذا وفقط إذا كانت مجموعة أضلاع ظ 
٠ |‏ المناظرة لها تشكل مجموعة قطع في '6. 
البرهان. بإمكاننا الافتراض بان 6ا رسيم مستوق ا إذا 6 دورة فى 06 فان © 
تحد وجها أو أكثر من أوجه © المنتهية» وبالتالي فإن © تحوي بداخلها مجموعة غير 






TY Planarity الأ ستوائية‎ 


خالية 5 من رؤوس ”6. ينتج مباشرة أن تلك الأضلاع في *© والتي تقطع أضلاع © 
تشكل مجموعة قطع في '© حيث يتسبب حذفها في قطع 6 إلى رسمين جزثيين؛ 
أحدهما مجموعة رؤوسه هي 5 والآخر يحوي تلك الرؤوس التي لا تقع في 5 (انظر 
الشكل رقم 0.77). ويمكن إثبات الاقتضاء العكسي بطريقة مشابهة» لذا لن نتعرض 


لذلك. // 
[ ] 
ب 
لا : ا ب« 
x‏ 7 
3 7 ا 
8 5 5 
فر ا ۴ 1 
- 5 5 
سم ٍ؟ 7 ١5‏ 
ِا ر N‏ 1 
o OO: OEE 535‏ 
LJ‏ 


الشكل رقم (7,ه) أضلاع من ٥‏ مجموعة قطع . 





نتيجة رقم (۱۸ ,0( دار سود ا د قطع في © إذا وفقط ط إذا 
| كانت مجموعة الأضلاع المناظرة لبا في 0 تشكل ظ 
البرهان. نحصل على النتترجة بتطبيق مبرهنة رقم 9 (o‏ 8 وإسقشتاء و 
رقم (0,17). // 





إن مبرهنة رقم (/0,17) تعطينا حافزا لإعطاء تعريفي جرد للثنوية. لاحظ أن هذا 
التعريف لا يضيف أى ميزات خاصة بالرسومات المستوية. ولكنه يهتم فقط بالعلاقة 


بين رسمين. 


TA‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


نقول إن رسم © هو رسم ثنوي مجرد (04021 6864و0ة) لرسم © إذا وجد تقابل 
بين أضلاع © وأضلاع '©: بحيث تشكل مجموعة من أضلاع © دورة في © إذا كانت 
الأضلاع المقابلة في '© تشكل مجموعة قطع في '6. على سبيل المثال» يوضح الشكل 
رقم (0.15) رسما ورسما ثنويا جردا له بحيث إن الأضلاع ابل تباش الخرظ. 





= mam 
am سے‎ 


الشكل رقم (2,714) رسم ور مة الشوي امجرد . 


ينتج من مبرهنة رقم (0,17) أن مفهوم الرسم الثنوي امجرد يعمم مفهوم الرسم 
الثنوي البندسي بالمعنى التالي» إذا كان © رسم مستوى و ”6 رسماً ثنوياً هندسيا 
ر 6» فإن © هو رسم ثنوي مجرد للرسم ©. إننا نرغب بالتأكيد في الحصول على نتائج 
للرسومات الثنوية المجردة مناظرة لتلك التي تخص الرسومات الثنوية البندسية. سنعطي 
هنا فقط واحدة من تلك النتائج - وهي نتيجة للرسومات الثنوية المجردة مناظرة لمبرهنة 
رقم .)0,١1(‏ 


مبرهنة رقم (0,19). إذا كان "© رسما ثنويا جردا للرسم 26 فإن © هو رسم ثنوي ظ 
جرد ل ©. 





۳4 Planarity الأستوائية‎ 


ملاحظة. لاحظ أننا لا نحتاج أن يكون 6 مترابطا. 
البرهان. لتكن © مجموعة قطع في © ولنرمز مجموعة الأضلاع المقابلة في 6 بالرمز *©. 
سنثبت أن "© دورة في ”6. باستخدام الفقرة الأولى في تمرين 5 فإن عدد أضلاع 0 
المشتركة مع أي دورة في © هو عدد زوجي. وبالتالي من الفقرة الثانية في تمرين ٠,٠١‏ 
ينتج أنه إما أن تكون "© دورة في '6 أو اتحاد دورتين أو أكثر من الدورات الم 
ضلعيا. ولكن الحالة الثانية لا يمكن أن تحدث ؛ لأنه يمكننا بطريقة مشابهة إثبات أن 
الدورات في ”6 تناظر اتحادات مجموعات قطع منفصلة ضلعيا في ©: ما يعني أن © 
ستكون المحاد جموعتي قطع أو أكثر من جموعات القطع المنفصلة اسا بدلا من 
مجموعة قطع واحدة. // 

بالرغم من أن تعريف الرسم الثنوي الجرد يبدو غريباء إلا أنه يظهر أنه يحقق 
ا لخواص التي ابتغيناها له. رأينا في مبرهنة ٥,۱۷‏ أن للرسم الوس سما ريا جردا 
(على سبيل المثال: أي رسم ثنوي هندسي). سنثبت الآن أن العكس أيضا صحي- 
أي أن أي رسم له رسم ثنوي محرد يجب أن يكون مستويا. وهذا يعطينا تعريفا مجردا 
للثنوية معمّما للرسم الثنوي البندسي وغيزا للرسومات المستوية. وسيظهر لنا أن 
تعريف الرسم الثنوى المجرد هو نتيجة طبيعية لدراسة الثنوية فى نظرية الماترويدات (انظر 
اليك 9 





مبرهنة رقم (0,70). يكون رسم ما رسما مستويا إذا وفقط إذا كان له رسم ثنوي 
ګر د. 

اختصار للبرهان. كما ذكرنا أعلاه» يكفي أن نثبت أنه إذا کان © رسما له رسم ثنوي 
جرد '© فإن © مستو. ملخص البرهان سيكون في أربع خطوات. 









و ١‏ مقدمة فى نظرية الرسومات 


( أ ) نلاحظ أولا أنه إذا حذفنا ضلعا » من 6» فإنه يكن الحصول على الرسم 
الثنوي المجرد للرسم الناتج من ٥؛‏ وذلك بتقليص الضلع المقابل ١ء.‏ 
وبتكرار هذا الإجراء؛ نستنتج أنه إذا كان للرسم © رسم ثنوي مجرد 
فكذلك الحال بالنسبة لأي رسم جزئي من 6. 

(ب) ثم نلاحظ أنه إذا كان ل © رسم ثنوي مجرد وكان'6 متماثلا اتصاليا مع 6 
فإن للرسم "6 أيضا رسما ثنويا جردا وهذا ينتج من حقيقة أن إدخال أو 
حذف رأس درجته 2 في © يتسبب في إضافة أو حذف ضلع متكرر في 6. 

(ج) في هذه الخطوة نثبت أنه ليس لأي من :× أو دك رسم مجرد. ليكن "6 
وسا ریا غردا لمكا عا أشي خرص قط دورات رياعية أو سداسية 
وليست هناك مجموعات قطع بضلعين؛ فإن ”ت لا يحوي أضلاعا متكررة 
وكل رأس في “© تكون درجته على الأقل 4. ومن ثم فإنه يحب أن يحوي 
“6 خمسة رؤوس على الأقل» وبالتالى على الأقل 10= 4(/2 ×5) 
أضلاع. وهذا تناقض. مناقشة »× مشابهة ولن نتعرض لہا. 

زف 4 قران 311 81 رسم تير عستي بؤلة يسم کرای را ©6. إذنء 
ببسم مبرهنة كوراتوسكي» فان © يحوي 7 جزئياً 7 متماثلا 
اسا مع أ ۸ لذا ينتج من () و (ب) أن 11» ومن ثم :6 أو Kis‏ 


يجب أن يكون له رسم ثنوي مجردء وهذا يناقض (ج). // 
تمارين رقم (ه١)‏ 


)٠١.١(‏ أوجد الرسمين الثنويين للرسمين في الشكل رقم (0.70): وتحقق من صحة 
تمهيدية رقم )0,١0(‏ لہما. 


E Planarity الأستوائية‎ 


هر 
و ١‏ ا۴ 
يد | ا 
٠ N‏ گے 
کے 
ا 595 سے 8 
بي ك5 د ظ - 
ml‏ 4 ا 
° 5 3 
١‏ 7 
۴ 





| 5 ١ 
1 3 
أ‎ 3 1 
١ 3 ع‎ 1 
0 أ "دناتسا ااہے۔ کے س‎ 


الشكل رقم (2,5514). 


)٠١,۲(‏ أثبت أن الرسم الثنوي للمكعب هو ثماني الوجوه» وأن الرسم الثنوي لإثني 
عشري الوجوه هو عشروني الوجوه. 

(.16) أثبت أن الرسم الثنوي لعجلة هو عجلة. 

)٠١,٤(‏ استخدم الثنوية لإثبات أنه لا يوجد رسم مستوى يحوي < خا اكد ت 
يوجد ضلع مشترك بين كل وجهين منها. 

(210.6 أثبت أن الرسمين في الشكل رقم )٥,۲١(‏ متماثلان» ولكن الرسمين الثنويين 
البندسيين لهما غير متماثلين. 





الشكل رقم (5؟,6#). 


(15.3) (أ) أعط مثالا لتوضيح أنه إذا كان 6 رسم مستوى غير مترابط » فإن ”6 غير 
فاك ل 
(ب) أثبت النتيجة في الفقرة ( أ ) بشكل عام. 


0 © اكتب النتائج في تمرين رقم )١1,5(‏ باستخدام الصيغ الثنوية. 

(16,4 أثبت أنه إذا كان © رسم مستوى مترابطا من درجة 3» فإن الرسم الثنوي 
البندسي له هو رسم بسيط. 

(۱,۹) بفرض أن © رسم مستوى مترابط. باستخدام مبرهنة رقم (۳,۱) ونتيجة رقم 
(35)» أثبت أن © ثنائي التجزئة إذا وفقط إذا كان رسمه الثنوي ”6 رسما 
اناا 

)٠١.۱١(‏ ( أ) أعط مثالا لتوضيح أنه إذا كان © رسم مستوى مترابط» فإن أي شجرة 

مولدة للرسم © تقابل شجرة مولدة للرسم '6. 
(ب) أثبت النتيجة في الفقرة ( أ ) بشكل عام. 

)١6.1١(‏ نقول عن رسم *© إنه ثنوي ويتني (1هداف رهاط ۷) لرسم © إذا كان هناك 
تقابل بين ٤)6(‏ و ( ٤)6‏ بحيث إنه» لكل رسم جزئي 7 في © بحيث 
©)1-(1!)7: فإن الرسم المقابل ۸ في '© يحقق ( "5)6 = ( 5)1 +(11)/ 
حيث إن 1 ناتج من *© بعد حذف أضلاع ۸۳ء و /ز و ي معرفة كما في 
البند 9. 
() أثبت أن هذا التعريف يعمم فكرة الرسم الثنوي البندسي. 

(ب) أثبت أنه إذا كان '© ثنوي ويتني للرسم ©؛ فان 6 هو ثنوي ويتني 
2 

(في عام ۱۹۳۲ء أثبت ویتنی أن رسما ما يكون مستويا إذا وفقط إذا كان له 

مثل ذلك الرسم الثنوي). 


Eh Planarity الأستوائية‎ 


الرسومات غير المنتهية Infinite graphs‏ 

سنوضح في هذا البند كيفية تعميم بعض التعاريف المذكورة في البنود السابقة 
لتشمل الرسومات غير المنتهية. الرسم غير المنتهي © (طمهمع «٤۲‏ ا؟"1) هو رسم يتألف 
من مجموعة غير متتهية (7)0 من العناصر تسمى رؤوساًء وعائلة غير منتهية (6) من 
أزواج غير مرتبة من عناصر (۲)6 تسمى أضلاعا. إذا كات كل من (©)7 و (58)0 غير 
منتهية وقابلة للعدء فنقول إن © هو رسم قابل للعد (طصةمع ءاطشة)سدامء). نستبعد هنا 
إمكانية أن تكون (©)7 غير منتهية و (5)©6 منتهية ؛ لأنه في هذه الحالة تكون لدينا 
رسومات منتهية فقط مع عدد غير منتهِ من الرؤوس المعزولة» أو إمكانية أن تكون 
(©)5 غير منتهية و (©)7 منتهية ؛ لأنه ستكون لدينا في هذه الحالة رسومات منتهية 
ولكن بعدد غير منتهِ من الأضلاع المتكررة أو العروات. 

يمكن تعميم العديد من تعريفاتنا السابقة ('متجاورة'» 'مرتبطة"» متمائلة › 
"رسم جزئي"» "مترابط"» "مستو", الخ) مباشرة للرسومات غير المنتهية. درجة الرأس « 
في رسم غير منتهِ هي عدد عناصر مجموعة الأضلاع المرتبطة مع «» وربا كانت منتهية 
أو غير منتهية. نقول عن الرسم غير المنتهي والذي كل من رؤوسه ذو درجة منتهية إنه 
منته محلياً )نم5 نوالهءه1)ء وهناك مثالان مهمان هما المربع الشبكي غير المنتهي 
square lattice‏ 172116 والمثلث الشبكي غير المنتهى infinite triangular lattice‏ 
والموضحان في الشكلين رقمي (۵.۲۷ و 0.158). وبنفس الطريقة تقول عن رسم 
غير منته إنه قابل للعد محليا (locally countable)‏ إذا كان كل ر أس فيه ذا درجة قابلة 


للعد. 


١ 5‏ مقدمة في نظرية الرسومات 





الشكل رقم (77,ه). الشكل رقم .)٥,۲۸(‏ 


سنبرهن الآن مبرهنة سهلة وأساسية في نفس الوقت. 





ارهن نفو (171ة کل رس مترايظ خير نکد وقابل للعد ایا هو رب قال للم 
البرهان. لنفرض أن « أي رأس في مثل ذلك الرسم غير المنتهى ؛ ولك عد 
الرؤوس المجاورة ل «» و 42 هي مجموعة الرؤوس امجاورة لرأس في 4» وهكذا. 
باستخدام المعطيات نجد أن ,4 قابلة للعدء وبالتالي تكون ....:ك ,4 هي أيضا 
خسوعات قابلة للعذ؛ لان احاد تجمع قابل للعد ومكون من مجموعات قابلة للعد 
بأكون قبلا للعذ. وعليه فان ...ادف 63 وق اة جمرخات اتمادها قاباة الد 
کی د ا 





نتيجة رقم (0,17). كل رسم مترابط غير منته ومنته محليا يكون زسما قابلا للعد. 


hir Et)‏ ل 


١  ه‎ Planarity الأستوائية‎ 


(ب) ممر غير منته باتجاه واحد (5211 عانساهذ نره-عمه) رأسه الابتدائي ,ا وهو 
متتالية غير منتهية من أضلاع غفل الشكل ...موا رط VO,‏ ¢ 
(ج) ممر غير منته باتجاهين (عاله< ءانصقمز نو-00) وهو متتالية غير منتهية من 
أضلاع على الشكل .۷۷2,۰۰ ,۷0۷ ,۷-۱۷0 ,۳2۷-1 و... ٤‏ 
ويمكن تعريف الطرق والمسارات ذات الاتجاه الواحد وذات الاتجاهين بنفس 
هف کا طول اسار اا بين الر كوي ك ار اكاك او 
باسم قهيدية كونيق (38ادوء1 و'هوندة»1) : أنه ليس من الصعب الحصول على مسارات 


مبرهنة رقم (0,5) (1927 ,هندةع1). لیکن © رسما مترابطا غير منته ومنته حليا؛ 


عندئكٍ لكل رأس « في © يوجد مسار غير منته باتجاو واحاد ١‏ رأسه الابتدائي 


البرهان. لكل رأس 2 غير يوجد مسار غير تافه من ۷ إلى 2. ومنه ؛ ا سالا ا کر 
منتهٍ من المسارات في © والتى يكون رأسها الابتدائي هو <. غا أن درجة م منتهية : فان 
عددا غير منتهٍ من تلك المسارات يجب أن يبدأ بنفس الضلع. إذا افترضنا أن ۷« هو 
ذلك الضلع ؛ > فإنه يمكن تكرار هذا الوجراء مع | لرآس ووالتحجل على راس حديد 7 
وضلع آخر ينارط. وبتكرار ذلك محصل على المسار غير المنتهي ذى الانجاه الواحد 
...ج ر۷ج ۷چ ۷ // 

إن أهمية تمهيدية كونيق تتأصل في أنها تتيح لنا الحصول على نتائج للرسومات 
غير المنتهية مناظرة لتلك النتائج الخاصة بالرسومات المنتهية. وكمثال على ذلك المبرهنة 
التالية. 








ريسم و فإن 6 رسم مستو. 


البرهان. بما أن © قابل للعد» فيمكن كتابة رؤوسه على شكل قائمة ... ,ا ررنا ,«. ننشئ 
الآن متتالية معرايدة ...> ,6 ع ,6 ح ,©0 من رسومات جزئية من 6 وذللك باعتبار 
() علي أنه الرسم الجزئي الذي رؤوسه ۷ ,...,۷ وأضلاعه هي تلك الأضلاع في 6 
التي تربط رأسين من تلك الرؤوس. با أنه يكن رسم ,© فقط بعددٍ منته )7 من 
الطرق المختلفة توبولوجياء فإنه يمكننا إنشاء رسم غير منتهٍ آخر 77 رؤوسه ر« 
MOD‏ كار 11ت بحيث تناظر تلك الرؤوس الطرق المختلفة لرسم الرسومات 
,6» وتربط أضلاعه الرأسين ر« و ١‏ بحيث 4-1+1 وبحيث إن تمفيل المستوى المناظر 
ل يكون امتدادا للتمثيل المناظر ل ,«. وبما أنه من الواضح أن ٨‏ مترابط ومنته محليا : 
فمن تمهيدية كونيق نرى أن 8 يحوي مسارا غير مئته باتجاو واحد. وحيث إن © قابل 
للعد فإن هذا المسار غير المنتهي يعطي تمثيل المستوى المطلوب للرسم 6.// 

إدا افترضنا بعض المسلمات الأخرى في نظرية الجموعات : مثل ما يناظر عدم 
قابلية العد لمسلمة الاختيار 6/016#/© «٠نجه»‏ فإن عدداً من النتائج المختلفة مثل التى 
البعت قبل قليل يمكن تعميمه للرسومات غير المنتهية والتي لا تكون بالضرورة قابلة 
للعد. 

نختم هذا الاستطراد عن الرسومات المنتهية ينقاش موز .عن الرسومات 
الأويلرية غير المنتهية. من البديهي» نقول عن رسم غير منته ومترابط © إنه أويلري 
(سهترءاس18) إذا وجد طريق غير منته ذى اتجاهين وبحيث يشمل كل ضلع في © ؛ نسمي 
مثل ذلك الطريق غير المنتهى طرد با أويلريا ذا „(two-way Eulerian trail) jll‏ 
لاحظ أن هذه التعاريف تستلزم أن يكون © قابلا للعد. تعطي المبرهنتان التاليتان 
شروطا لازمة أخرى للرسم غير المنتهي ليكون أويلريا. 


الأستوائية مجم ؛ ١‏ 





مبرهنة رقم (6؟,6): لیکن © رسما مترابطا فابلا للك اونا عند تل 






() لا يحوي © راسا درجته فردية ؛ 
(ب) لكل رسم منتو 47 جزئي من ©؛ فإن الرسم المنتهي ۸ والناتج من © 
بعد حذف أضلاع ۸1 يتكون من على الأكثر مركبتين غير منتهيتين. 

(ج) وبالإضافة إلى ذلك» إذا كانت درجة كل رأس في 77 زوجية فإن ۸1 هو 







البرهان. 
(أ) لنفرض أن 7 طريق أويلري. إذن» باستخدام نفس مناقشة إثبات مبرهنة 


6 كل رأس في © يجب أن تكون درجته إما زوجية أو غير منتهية. 

(ب) لنجزئ 7 إلى ثلاثة طرق جزئية +7 .20 ,7 بحيث إن 70 طريق منتهٍ يحوي 
كل ضلع في ۸1» وربما بعض الأضلاع الأخرى كذلك؛ و22 و 2 طريقان 
غير منتهيين باتجاءٍ واحد. إذن» الرسم غير المنتهي × والمكون من أضلاع .۲ 
و ۶ والرؤوس المرتبطة بهاء له على الأكثر مركبتان غير منتهيتين. ولانه 
للحصول على © نضيف فقط مجموعة منتهية من الأضلاع إلى × فالنتيجة 
تكون واضحة. 

(جا) لنمرضصىن أن الاس الأول والأخير فى و هما ۷ و .w”‏ تريد إثبات أن و سر 
مترابطان في #. إذا كان + فهذا واضح. وإن لم يكن كذلك»› فتتضح 
النتيجة بعد تطبيق نتيجة !7 على الرسم الناتج بعد حذف أضلاع ‏ من 
5 وهو رسم يحوي بالضبط رأسين درجة كل منهما فردية (« و س)» 
وذلك باستخدام المعطيات. / / 


١‏ مقدمة يي نظرية الرسومات 


إن الشروط المعطاة ف المبرهنة السابقة ليست لازمة فقط + بل كافية أيضا. ستذكر 
نص هذه النتيجة في المبرهنة التالية. رما تجد برهانها في أور [10] ©:0. 






مبرهنة رقم (0,77). إذا كان © رسماً مترابطاً قابلاً للعد» فإن 6 رسم أويلري إذا 
وفقط إذا كانت الشروط ( أ) و (ب) و (ج) المذكورة في مبرهنة رقم (08,15) | 


تمارين رقم )١5(‏ 


(17.1) أعط مثالا لكل مما يلى : 
(أ) رسم غير منته يحوي عددا غير منتهٍ من الأوراق ؛ 
(ب) رسم غير منته يحوي عددا غير قابل للعد من الرؤوس والأضلاع ؛ 
(ج) رسم غير منتهٍ مترابط وتكعيبي ؛ 
(د ) رسم غير منته ثنائي التجزئة ؛ 
(ه) رسم غير منته غير مستو ؛ 
(و) شحرة غير منتهية. 

(2)17.0 أعط مثالا لتوضيح أن تمهيدية كونيق تكون خاطئة إذا حذفنا الشرط الذى 
ينص على أن الرسم غير المنتهي يكون منتهيا محليا. 

68 کک اھ فكو عقا رسم غير منته © في الفراغ الثلاثي الإقليدي إذا كان 
بالإمكان إيجاد تقابل لكل من (7)06 و (5)6 مع مجموعة جزئية من مجموعة 
الأعداد الحقيقية. 


١5 Planarity الأستوائية‎ 


(17.5) (أ) أوجد طريقاً أويلرياً في المربع الشبكي غير المنتهي 5. 
(ب) تحقق من أن 5 يحقق شروط مبرهنة رقم (0,70). 
(.11) كر ر تمرين رقم (15:4) بالنسبة للمفلت الشبكى غير المنتهى. 
(.20 أثبت أنه في المربع الشبكي غير المنتهي يوجد مسار غير منته باتجاه واحد 
وكذلك مسار غير تة با اقفن وعران بالطل رة واخدة على كل راس. 


الفصل ساوک 


تلوين الرسومات 


Colouring graphs 


بالألوان البراقة أخفوا نهاياتهم الوضيعة. 
(العاصفة William Shakespeare (The Tempest‏ 


نبحث في هذا الفصل تلوين الرسومات والخرائط مع تركيز خاص على مبرهنة الألوان 
اة والمواضيع المتعلقة. في البندين ۱۷ و ۱۸ نلون رؤوس رسم بحيث إن كل ضلع 
يربط رأسين مختلفي اللون. ويصف البند ١9‏ العلاقة بين تلوين الرؤوس وبين تلوين 
الخرائط › أما اليئد. ۲١‏ فيريظ. ذللكه بوي أضلاع الرسم. جمیح هذه المواضيع هي 
مواضيع نوعية؛ كالسؤال عما إذا كان بالإمكان تلوين رسومات بعدد معطى من 
الألوان. أما في البند ۲١‏ والخاص بكثيرات الحدود اللونية » فنناقش عدد الطرق التي 
يمكن إتمام التلوين بها. 


تلوين الرؤوس Colouring vertices‏ 
عاطة1و1م») إذا كان بالامكان تحديد لون واحد من ٭ لون لكل رأس بحيث إن 


١١ 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


الرؤوس المتجاورة تأخذ ألوانا مختلفة. إذا كان © قابلا للتلوين من درجة # ولم يكن 
فابلا للتلوين من درجة ۸-1 فنقول إن 6 لوني من درجة 6 ›)k-chromatic)‏ أو أن 
العدد اللوني (beہںہ ٣٤c‏ اطء) للرسم © هو ۸ء ونكتب ۸ = (6) . على سبيل 
بأحرف أغريقية. وعليه فإنه يكون قابلا للتلوين من درجة ۸ إذا كان 4 < /. سنفترض 
أن جميع الرسومات هنا هي رسومات بسيطة ؛ لأن الأضلاع المتكررة ليس لما تأثير في 
ما نتحدث عنه. سنفرض أيضا أن الرسومات مترابطة. 


8 





الشكل رقم )5,١(‏ زر سم لوبي من درجة 4 . 


من الواضح أن = (,)2 » وبالتالي هناك رسومات يكون عددها اللوني 
عاليا بالاختيار. وفي المقابل» 1 -(©)7 إذا وفقط إذا كان © هو الرسم الصفري, 
و6(=2) إذا وفقط إذا كان © رسما ثنائي التجزئة غير صفري. لاحظ أن كل 
شجرة تكون قابلة للتلوين من درجة 2» كما هو الحال مع أي دورة ذات عدد زوجي 
من الرؤوس. لا يعرف أي الرسومات تكون لونية من درجة 3» بالرغم من سهولة 
إيحاد أمكلة علي قلات الرسوفات : مثل الدورات أو العجلات دات العدد الفردى من 
الرؤوس › وكذلك رسم بيترسن. أما العجالات دات العدد الزوجي من الرؤوس فهي 


لونية من درجة 4. 


١ 7ه‎ Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


القليل يمكن قوله عن العدد اللوني لرسم اختياري. إذا كان عدد رؤوس الرسم 
هو ” فإن العدد اللوني لا يمكن أن يزيد عن #» وإذا كان الرسم حاويا ل ,۸ كرسه 
جزئي فإن العدد اللوني لا يكن أن يقل عن ”. لكن هذه النتائج لا تعطينا الكثير بشكل 
عام. ومع ذلك» إذا كنا نعرف درجة كل رأس» فيمكننا أن نتقدم بعض الشىء. 


مبرهنة رقم (1,1). إذا كان 6 رسما بسيطاء وأكبر درجة رأس فيه هي 4 » فإن 6© 
قابلة للتلوين من درجة 4+1. 

البرهان. باستخدام الاستقراء على عدد رؤوس ©. لنفرض أن © رسم بسيط عدد 
روو سه ۸7 إدا حذلفنا أى رأس ١م‏ وأضلاعه المرتبطة يك ع فإن الرسم الناتج عو سه 
بسيط له 1-” رأس وأكبر درجة رأس فيه هي على الأكثر 4 (انظر الشكل رقم .)٦.۲‏ 
من فرضية الاستقراء» فإن هذا الرسم قابل للتلوين من درجة 1+ 4 . يكن الآن تلوين 
6 باستخدام 1+ ۸ لون ودلك بتلوين « بلون مختلف عن ألوان الرؤوس المجاورة له 
وال لا يجاوز عددها له).: 7/7 





الشكل رقم (5,7) بعد حذف الرأس ذا . 


ومعاطة ا ترا مككن اتقوية عه اة بس الق اهل على التبية 
التالية » والمعروفة بمبرهئة بروكس (۲۴۳٠ءط‏ '870015). وسنعطى برهانها في البند 
القادم. 


ه ١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة رقم (1,5) (1941 ٥٥k,‏ 8). إذا کان © ا ا مترابطا ولبسيت 5 
تاماء وإذا كانت أكبر درجة رأس فيه هي 4 ( > 3)» فإن © قابلة للتلوين من درجة 
0 


كل من هاتين امبرهتين مفيد إذا كانت جميع درجات الرؤوس متساوية تقرياً 
مثلا باستخدام مبرهنة رقم (1.1) فإن كل رسم تكعيبي يكون قابلاً للتلوين من درجة 
4: وباستخدام مبرهنة رقم (1.7) فإن كل رسم تكعيبي مترابط غير × يكون قابلا 
للتلوين من درجة 3. من جهة أخرى» إذا احتوى الرسم على عدد قليل من الرؤوس 
ذات درجة عالية فإن فائدة هاتين المبرهنتين قليلة جدا. وهذا ما يوضحه جيدا رسم 
. ؛ حيث تؤكد مبرهنة بروكس أن هذا الرسم قابل للتلوين من درجة 5» ولكنه في 
الحقيقة قابل للتلوين من درجة 2 لأي ء. وليس هناك طريقة فعالة لتفادي هذا الوضع؛ 
بالرغم من أن هناك طرقا تساعد بعض الشيء. 

لا يستمر هذا الوضع المقلق إذا قصرنا اهتمامنا على الرسومات المستوية. في 
الحقيقةء بامكاننا بسهولة إثبات النتيجة الأقوى والتي تنص على أن كل رسم بسيط 
مستو هو قابل للتلوين من درجة 6. 
مبرهنة رقم (1,7). كل رسم بسيطر مستو يكون قابلا للتلوين من درجة 6. 
البرهان. البرهان مشابه لإثبات مبرهنة رقم (7,1). حيث نستخدم الاستقراء على عدد 
الرؤوس. النتيجة واضحة للرسومات المستوية البسيطة والتي عدد رؤوسها ستة على 
الأكثر. لنفرض أن © رسم مستو بسيط عدد رؤوسه ” » وأن جميع الرسومات 
البسيطة المستوية التي لها 1-” رأس تكون قابلة للتلوين من درجة 6. من مبرهنة رقم 
(5.4) » فإن © يحوي رأسا « درجته على الأكثر 5. إذا حذفنا « وأضلاعه المرتبطة به 
فإن عدد رؤوس الرسم الناتج هو 7-1 وبالتالي يكون قابلا للتلوين من درجة 6 (انظر 


EE Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


الشكل رقم7,7). يكن الآن تلوين © باستخدام 6 ألوان وذلك بتلوين « بلون مختلف 
عن ألوان الرؤوس الجاورة له ( والتى عددها على الأكثر 5). / / 





الشكل رقم (5,7) ١‏ والرؤوس المجاورة له . 


كما في مبرهنة رقم (5.1)»: فإنه يمكن تقوية النتيجة بمعالجة أكثر حذرا لنحصل 
على مر هة الألو أن اللخمسة .(five-colour theorem)‏ 


مبرهنة رقم (1.4). كل رسم بسيطر مستو يكون قابلا للتلوين من درجة 5. 
البرهان. البرهان مقابه لإثبات مبرهنة رقم (1۳)» على الرغم من أنه:يتضمن تقاصيلا 
3 تعقيدا. نستخدم الاستقراء على عدد الرؤوس. النتيجة واضحة للرسومات 
المستوية البسيطة والتي عدد رؤوسها أقل من ستة. إذن لنفرض أن © رسم مستو بسيط 
عدد رؤوسه ٠”‏ وأن جميع الرسومات البسيطة المستوية التي لها 7-1 رأس تكون قابلة 
للتلوين من درجة 5. باستخدام مبرهنة رقم (0.4): فإن © يحوي رأسا « درجته على 
الأكثر 5. كما سبق» فإن حذف « يعطي رسماً عدد رؤوسه 1-» وبالتالي يكون قابلا 
للتلوين من درجة 5. هدفنا الآن هو تلوين « بلون من الألوان الخمسة لإكمال تلوين © 
بخمسة ألوان. 

إذا كانت 0(>5)م06» فإنه يمكن تلوين « بأي لون مختلف عن ألوان الرؤوس 
الجاورة للرأس ١‏ (والتي عددها اربعة على الأكتر) وهذا يكمل البرهان في هذه الحالة. 


إذن لنفرض أن 5- -()468 وأن الرؤوس د« 58 إل امجاورة للراس ١‏ مرتبة حول « بترئيب 
متوافق مع اتجاه عقارب الساعة كما في الشكل رقم (5,5). إذا كانت الرؤوس ««,....: 
متجاورة مثنى مثنى » فهذا يعني أن © يحوي الرسم غير المستوي :× كرسم جزئي› 
وهذا غير تمكن. وعليه فإن هنا على الأقل رأسين من الرؤوس ‏ (لنقل «١‏ و ) 
يكونان غير متجاورين. 

لسن الان الضلعين «١‏ و :.. الرسم الناتج هو رسم مستو وعدد رؤوسه أقل 
من » وبالتالي فهو قابل للتلوين من درجة 5. نعيد الآن الضلعين مع إعطاء كل من ,د 
و و« اللون الذي كان معطى ف الأصل للرأس «. إذن يكن الآن تلوين « بلون مختلف 
عن الألوان المعطاة للرؤوس !ا (والتى عددها على الأكثر 4) لنحصل على تلوين 
للرسم © بخمسة ألوان. 


ا 
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الشكل رقم (5,4) ١‏ والرؤوس امجاورة له . 


من البدهي أن نسأل عما إذا كان بالإمكان تقوية هذه النتيجة أكثرء وهذا يقودنا 
إلى ما عرف في الماضي بواحدة من أشهر المسائل غير ا محلولة في الرياضيات- "مبرهنة 
الألوان الأربعة ۳٠١0ء‏ «امام»-«اه/". لقد طرحت هذه المسألة أولا في صيغة أخرى 
(انظر البند :)١9‏ في عام 1807مء وأثبتها أخيرا آبل وهاكن معلدآ1 W.‏ & ءاممه . 


في عام ۷۱ 


تلوين الرسومات ay Colouring graphs‏ 
مبرهنة رقم ۴14k, 1976( .)٦,٥(‏ & ءاممخ). كل رسم بسيط مستو يكون قابلا 
للتلوين من درجه 4. 
إن برهانهما والذدى كلمهما عدده سئوات وكمية ضخمة من و فت الحاسب بعتمد 


بالكلية على توسيع معقد للأفكار فى برهان مبرهنة الألوان الخمسة. ويمكن الحصول 
على معلومات أكثر عن ذلك البرهان في ساعاتي و كينين [36] Saaty & Kaien‏ » أو 


باينيكى و ویلسون [27]. 

نختم هذا البند بتطبيق بسيطر على تلوين الرؤوس. لنفرض أن كيميائياً برغب في 
تخزين خمس مواد كيميائية © .4 ن ,8 ,4 في أماكن مختلفة في مستودع. بعض هذه المواد 
يتفاعل بقوة عند اختلاطهاء ولذا يجب أن تحفظ فى مناطق معزولة. في الجدول التالى ؛ 


تدل النجمة على أنه يجب فصل هاتين المادتين. كم عدد المناطق التي نحتاجها؟ 
N #6 ©‏ 


ûda Db 6 





کا 
bDj#*#  * *%* *#‏ 
 *#‏ *٭ + ام 
dj* * * _ ۴‏ 
عد F#‏ اينع # i‏ 


اوجاب على للف سم رسا تاظر رووسة المواد الکی اا اسن رت 
يتجاور الرأسان متى ما كان يجب عزل المادتين المناظرتين (انظر الشكل رقم .)٦.١‏ إذا 
لوّنا الرؤوس الآنء كما هو موضح بالحروف الإغريقية» فإن الألوان ستكون مناظرة 
للمناطق التي نحتاجها. في هذه الحالة» العدد اللوني هو 24 وعليه فإننا نحتاج إلى أربع 
مناطق. غلى سبيل المغال» المادتان ه و e‏ تخزنان ٤‏ المنطقة © » والمواد 4ح,م تخزن ٤‏ 
المناطق 0,7,0 على الترتيب. 


/ه ١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


b )8( 


سے 





9٤ 
(a) 


(5) 


الشكل رقم (5,5). 


تمارين رقم (۱۷) 


(۱۷,1) أوجد العدد اللوني لكل رسم في الشكل رقم .)٦.١(‏ 


س اسه سط س لم ميت ا - 1 


الشكل رقم (5,5) المواد الكيميائية تناظر الرؤوس . 













(۷.1) أوجد العدد اللوني لكل رسم في الشكل رقم (5,7). 


الشكل رقم 2199 


١ هن‎ Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


(۱۷.۳) في الجدول في الشكل رقم (۲,۹)» أوجد جميع الرسومات اللونية من درجة 

2 3 و4. 

(175) ما هو العدد اللونى للرسومات التالية : 

(أ) كل من الرسومات الأفلاطونية؟ 
(ب) الرسم ثلاثي التجزئة التام ,..,۸؟ 
(ج) المكعب من درجة #: +0 ؟ 

(ه.۱۷) قارن الحد العلوي للعدد اللوني المعطى في مبرهنة بروكس مع القيمة الفعلية 
ودلك فيما بخص 
( ) رشم بيترسن ؛ 

(ب) المكعب من درجة ۸¿ +0. 

(۱۷.1) نريد تصميم جدول محاضرات. وبا أن بعض الطلاب يرغبون في حضور عدة 
حاضرات» فيجب أن لا تتطابق أوقات بعض المحاضرات. توضح النجوم في 
الجدول التالي أي الحاضرات يجب أن لا تتطابق أوقاتها. كم عدد الفترات التي 
نحتاجها لجدولة جميع الحاضرات السبعة؟ 





1 مقدمة في نظرية الرسومات 


(۷.۷) لنفرض أن © رسم بسيط عدد رؤوسه ” ومنتظم من درجة 4. باعتبار عدد 
الرؤوس التي يمكن أن تعطى نفس اللون» أثبت أن (4 -۸/)۸ < (6). 
(۱۷,۸) لیکن © رسما بسيطا مستويا ولا يحوي مثلثات. 
(أ) باستخدام صيغة أويلرء أثبت أن © يحوي رأسا درجته على الأكثر 3. 
(ب) استخدم الاستقراء لاستنتاج أن © قابل للتلوين من درجة 4. 
(۷۹(" عمم النتائج في التمرين السابق للحالة عندما 
( أ ) يكون طول محيط © هو «. 
(ب) يكون سمك © هو .٤‏ 
(110.1) حاول إثبات مبرهتة الألوان الأريعة بتعديل البرهان أعلاة والخاص مبرهنة 
الألوان الخمسة. عند أى فكرة يفشل البرهان؟ 
)۷.11( نقول عن رسم © إنه حرج من درجة 4 (لوعقتت/) إذا كان / = (7)0 
وحذف أي رأس ينتج رسما ذا عدد لوني أصغر من 4. 
(أ) أوجد جميع الرسومات الحرجة من درجة 2 والرسومات الحرجة من 
درجة 3. 
(ب) أغط مثالا أرسم حرج عن درجة 4 
لج أفبع آنه 6 کات وجا من رة که فان 
- درجة كل رأس ف © تكون على الأقل ۸-1 ؛ 
- 6 لا يحوي رؤوس قطع. 
(۷.۱۲) لیکن © رسما قابلا للعد وبحيث يكون كل رسم منته جزئي من © قابلا 
للتلوين من درجة ». 
( أ ) استخدم تمهيدية كونيق لإثبات أن 6 قابل للتلوين من درجة ». 
(ب) استنتج أن كل رسم مستو قابل للعد يكون قابلا للتلوين من درجة 4. 


١ 11 Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


مبرهنة برو کس Brooks' theorem‏ 
لقد أجلنا برهان مبرهنة بروكس (مبرهنة رقم 1.۲) في البند السابق تفاديا 
لقطع الاسترسال في موضوع ذلك البند. وسنعطي هذا البرهان الآن. 


مبرهنة رقم (1,1). إذا كان © رسماً بسيطأ مترابطا وليست رسما تاماء وإذا كانت 
أكبر درجة رأس فيه هي 4 ( > 3)» فإن © قابلة للتلوين من درجة ۸ . 
البرهان. البرهان باستخدام الاستقراء على عدد رؤوس 6. لنفرض أن عدد رؤوس ي 
هو ”. إذا كان © يحوي رأسا درجته أقل من 4 » فإنه بالإمكان إكمال البرهان وذلك 
بالسير على خطى برهان مبرهنة رقم (5,1). إذن يمكن أن نفرض أن © منتظم من 
درجة ۸. 

إذا حذفنا رأسا « وأضلاعه المرتبطة به» فإن عدد رؤوس الرسم الناتج هو 1-, 
وأكبر درجة رأس ما تزال على الأكثر 4. من فرضية الاستقراء» فإن هذا الرسم قابل 
للتلوين من درجة ۸. هدفنا الآن هو تلوين « بلون واحد من 4 لون. بإمكاننا فرض 
أن الرؤوس ,ا ,... .دا المجاورة للرأس « مرتبة حول « باتجاه متوافق مع اتجاه عقارب 
الساعة» وأنهم ملونون بالألوان ,© .... ,.ه؛ لأنه لو لم يكن كذلك فسيوجد لون 
احتياطي يمكن أن نستخدمه لتلوين <. 

نعرّف الآن ,۸ (۸ > زر ,أك 1رز 1۶) ليكون الرسم الجزئي من © والدي 
رؤوسه هي تلاك الرۋوتس الملونة © أو ن» وأضلاعه هي تلك التي تربط رأسا لونه ٠:‏ 
فدلا لونه ن. إذا انتما الرأسان :«ا و :ا إلى مركبتين مختلفتين من ,/» فإنه يمكننا تبديل 
ألوان جميع الرؤوس في مركبة ر التي تحوي « (انظر الشكل رقم 5,/8). الفائدة من 
ذلك هو جعل :ا و ر« يأخذان اللون ن» مما يمكن « لكي يلون باللون ه. وبالتالي يمكن 





١"‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


أن نفترض أنه لأي : و رفإن ا و ,ا يربطهما مسار يقع بأكمله في ,/8. LCP‏ 
التى حوي ,نا و ا بالرمز نن). 


7 چا L..‏ 0 سے © ا 
: حيسي : 3 سے 9 _- 


د 


00 سے ات 
5 حي و 
) 

5 الو‎ ١ 
8 








الشكل رقم (5,8) تبديل ألوان رؤوس المركبة ٨1‏ . 


إذا كان :ا جاورا لأكثر من رأس باللون ر»» فإن هناك لون (غير) لم يُعط لأي 
رأس مجاور للرأس «. في هذه الحالة» يمكن إعادة تلوين :ا بذلك اللون وهذا يمكننا من 
تلوين « باللون :-. وإذا لم يحدث ذلك» فبالإمكان استخدام مناقشة مشابهة لإثبات أن 
كل رأس في ٥;‏ (بخلاف :ا و ) يجب أن تكون درجته 2. لأنه» إذا كان « هو أول رأس 
في المسار من :ا إلى ,ا بحيث درجته أكبر من 2› فإنه يمكن إعادة تلوين « بلون يختلف 
عن بن أو : . ما يلغي خاصية أن « و ,ا يربطهما مسار يقع بأكمله في ر (انظر الشكل 
رقم 1,4). وبالتالي فيمكننا افتراض أنه لأي : ولأي نر فإن المركبة ٤,‏ تتألف فقط من 
مسار من ۷ إلى إلا. 
(ce) (ce (cy‏ إل )€( (©) 





الشكل رقم (5,5) إعادة تلوين # . 


TUT Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 

مكنا يشا اقرا آن السارين اللذين على الصورة م6 و بت (حيث 127) 

يتقاطعان فقط ف نا ء لان أي نقطة تقاطع مشر × يمكن إعادة تلوينها بلون غختلف عن 
Cı‏ أو أو بع (انظر الشكل رقم 9 ا( وهذا يناقص حقيقة أن ر۷ و ا يريطهما مسار. 
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الشكل رقم 6,1١‏ المساران يتقاطعان في ر۷. 


لو كمال البرهان › نختار رأسين :لا و :نا غير متجاورين» ونفرض أن برهو الرأس 
الذي لونه ب وامجاور للرأس «. إذا كان :© مسارا (من أجل زر ۶ /) فإنه يمكن تبديل 
ألوان الرؤوس على هذا المسار بدون أي تأثير على تلوين بقية الرسم (انظر الشكل 
رقم .)1,1١‏ ولكن عند إكمال ذلك التبديل» فإن ر يصبح رأسا مشتركا بين المسارين 
,€ و :0 » وهذا تناقض. وعليه فالنتيجة تكون صحيحة. / / 





سس * ا 


الشكل رقم (5,11) تبديل ألوان الرؤوس . 


59 مقدمة في نظرية الرسومات 


تلوين الخرائط Colouring maps‏ 
لقد نشأت مبرهنة الألوان الأربعة تاريخيا مرتبطة مع تلوين الخرائط. فإذا أعطينا 
خريطة تحوي عددا من البلدان» فلربما سألنا عن عدد الألوان التى نحتاجها لتلوينها 
سيت للا يلون بلاق يشعركان ق خط ق-جدودهما بنفس اللوت: را #ادة كير سيقة 
معروفة لمبرهنة الألوان الأربعة هي : يمكن تلوين كل خريطة بأربعة ألوان فقط. مثلاً؛ 
يوضح الشكل رقم (1.17) خريطة لونت بأربعة ألوان. 





الشكل رقم )5,١7(‏ خريطة ملونة بأربعة ألوان . 


ولجعل تلك العبارة دقيقة » يجب أن نوضح ما نعنيه ب "خريطة". حيث إن اللونين 
على جانبي أي ضلع يجب أن يختلفاء فإننا نحتاج أن نستبعد الخرائط التى تحوي جسرا 
(انظر الشكل رقم 1,17). كذلك نستبعد الرؤوس التي درجتها 2 ؛ لأنه يمكن حذفها 
بسهولة (انظر الشكل رقم .)5.١5‏ وباحتواء هذه الحالات» وحالات مشابهة أخرى, 
نعرف الخريطة (م88) على أنها رسم مستوى مترابط من درجة 3» وبالتالى فإن 
الخريطة لا تحوي مجموعات قطع بضلع واحد أو بضلعين» وبالتحديد لا تحوي رؤوساً 
من درجة 1 أو من درجة 2. وكما سنرى؛ فإن استبعاد الجسور هنا يناظر استبعاد 


العروات ف البند /ا١.‏ 


ا کے 5 
ee‏ ! سو 1 ا تھے 
٠١ ١‏ 7 ار 
١‏ ا 8 
| / أ | 
5 حت لك د كل ) 
| 53 م ١‏ 
اض 
| 
١‏ 
Fas 0‏ 


ا 


e.‏ + حي 
أ 


س 

1 5 
اقفر 

فى يه 


/ 


` 
“غ 


١ ت‎ Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


ار | عد سے 
ا A P3 ١‏ 
6١ | ١ ١ |‏ ذه 
اسر | ر 1 e‏ س ن اس“ ١‏ ا 
١ ١ 7‏ 1 "ی ا ١‏ 
E.‏ 4 ا 1 
يني چ أ ١‏ 
ل 


الشكل رقم (5 )1,١‏ استبعاد الرؤوس التي من درجة 2. الشكل رقم )5,١7(‏ استبعاد الخرائط التي تحوي جسرا . 


تقول الآن عن خريطة إنها قابلة للتلوين وجهيا من درجة / (0) عاطهدسهام»-م) 
إذا كان بالامكان تلوين أوجهها باستخدام ۸ من الألوان بحيث لا يأخذ وجهان 
يشتركان في ضلع نفس اللون. ولتفادي الخلطء فإننا نستخدم التعبير قابلة للتلوين 
رأسياً من درجة ۸ (() #اطهسهاهء-۸) ليعنى قابلية التلوين من درجة 2 بالمعنى المعتاد. 
على سبيل المثال: الخريطة* التى في الشكل رقم )٠.٠١(‏ هي خريطة قابلة للتلوين 
وجهياً من درجة 3 وقابلة للتلوين رأسياً من درجة 4. 
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الشكل رقم (ه١,5)‏ خريطة قابلة للتلوين وجهيا من درجة 3. 


* هذه الخريطة ليست مترابطة من درجة 3 ولكنها توضح الفكرة المقصودة. 


5 ۱ مقدمة في نظرية الرسومات 

وغليه فان مبرهنة الألوان الأربعة نراد عي اک لعبارة أن كل خريطة 
نوت قايلة للثلوين. وجهيا سن درجة فد سنثبت في نتيجة رقم (1.,68) تكافؤ هاتين 
الصورتين لبرهنة الألوان الأربعة. أما الآن فسنبحث الشروط التى نحتاجها لكي 
نستطيع تلوين خريطة بلونين اثنين. تأخذ هذه الشروط صورة سهلة للغاية. 
مبرهنة رقم (1.1). تكون الخريطة © قابلة للتلوين وجهيا من درجة 2 إذا وفقط إذا 
كيت © ربيها أرطريا: 
البرهان الأول. > لكل رأس « في ©؛ يجب أن يكون عدد الأوجه الحيطة ب « زوجيا: 
لأنه يمكن تلوينها بلونين. وعليه فإن درجة كل رأس تكون زوجية» ومن مبرهنة 2.6 
فإن © يكون أويلريا. 

ج إذا كان © أويلريا فيمكن تلوين أوجهه بلونين كما يلي ؛ لنختر أي وجه ۴ 
ولنلونه بالأحمر. لنرسم منحنيا من نقطة × في ۴ إلى نقطة في كل وجه آخر بحيث لا يمر 
على أي رأس فى ©. إذا كان هذا المنحنى يقطع عددا زوجياً من الأضلاء فلو الوجه 
باللون الأحمرء وإلا فلونه باللون الأزرق (انظر الشكل رقم 5.15). إن هذا التلوين 
رق تا تا لسلس ا مرخ أجل ورة تتكون من منحنيين من مثل ذلك 
المنحنى وإثبات أنها تقطع چا وجا من أضلاع 46 باستخدام حقيقة أن عدد 
الأضلاع المرتبطة بأي رأس هو عدد زوجي. // 





الشكل رقم )٠,٠١(‏ تلوين وجهي من درجة 2 . 


١ ١17 Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


إن هناك يرهانا أسهل لمبرهنة رقم (,) ويتضمن ترجمة المسألة إلى فيبيالة 
بإعطاء برهان بديل لإثبات مبرهنة رقم (1.1) وبإثبات تكافؤ صيغتي مبرهنة الألوان 


الأربعة. 


مبرهنة رقم (/,1). ليكن © رسم مستوّى بدون عروات» وليكن ”6 رسما ثنويا 
هندسياً للرسم ©. عندئنر» © قابل للتلوين رأسيا من درجة + إذا وفقط إذا كان ”6 
قابلا للتلوين وجهيا من درجة ۸. 

البرهان الأول. -> بإمكاننا أن نفرض أن © بسيط ومترابط» وبالتالى فإن '© يكون 
خريطة. إذا كان لدينا تلوين لرؤوس © بألوان عددها #» فيمكننا تلوين أوجه ”6 
باستخدام # لون بحيث إن كل وجه يرث رأس اللون الوحيد الذي يحويه (انظر الشكل 
رقم /75.17). لا يمكن لوجهين متجاورين في ”6 أن يكون لبما نفس اللون لأن رأسي 6 
الحتويين في هذين الوجهين هما متجاوران في © و بالتالى فإن لونيهما يختلفان. إذن *6 
قابل للتلوين وجهيا باستخدام ‏ لون. 





الشكل رقم (5,177) وراثة تلوين الرؤوس . 


حت لقرضن ال أن لنيذا تلوينا لأوجه “6 يألوان عتدهاع. إذن عكن تر 
رؤوس © باستخدام » لون بحيث إن كل رأس يرث لون الوجه الذى يحويه. لا يمكن 
لرأسين متجاورين في © أن يكون لبما نفس اللون للسبب نفسه المذكور أعلاه. وعليه 
فإن © قابل للتلوين رأسيا من درجة #. // 

ينتج من ذللك آله بالإمكان الاستهادة من الرسومات الثنوية للحصول على 
مبرهنات خاصة بتلوين أوجه الخرائط من المبرهنات الخاصة بتلوين الرؤوس» والعكس 
صحيح أيضا. كمثال على ذلك» انظر إلى مبرهنة رقم (5,5). 


مبرهنة رقم (1.1). تكون الخريطة © قابلة للتلوين وجهيا من درجة 2 إذا وفقط إذا 

کا0 
البرهان الثاني. باستخدام تمرين رقم )٠١,۹(‏ فإن الرسم الثنوي لرسم مستو أويلري هو 
رسم مستو ثنائي التجزئة » والعكس صحيح اشا وعليه فإنه يكفى أن نلاحظ أن أي 
رسم مستو أويلري مترابط وبدون عروات يكون قابلا للتلوين © من درجة 2 إدا 
وفقط إذا كان ثنائى التجزئة. / / 

وبطريقة مشابهة يمكن برهنة تكافؤ صيغتي مبرهنة الألوان الأربعة. 

نتيجة رقم (5,8). مبرهنة الألوان الأربعة للخرائط مكافئة لمبرهنة الألوان الأربعة 

للرسومات المستوية. 
البرهان. > بإمكاننا الافتراض بأن ي رسم بسيط مستو ومترابط ؛ ولذا فإن الرسم 
الثنوي البندسي له '© يكون خريطة» وقابلية التلوين رأسيا من درجة 4 ل © تنتج 
مباشرة من حقيقة أن هذه الخريطة قابلة للتلوين وجهيا من درجة 4» باستخدام مبرهنة 
رقم .)٦,۷(‏ 


١ 8 Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


ج وبالعكس › لنفرض أن © خريطة و 6 هو رسم ثنوي هندسي للرسم 6. 
إذنء © هو رسم بسيط مستو وبالتالي فهو قابل للتلوين رأسيا من درجة 4. ومنه ينتج 
ا أن 6اقايا اللتلوية وجه من وة 7 


من درجة 3 إذا وفقط إذا كان كل وجه محدود بعدد زوجي من الأضلاع. 
البرهان. ے لیکن ۶ أي وجه في © وبالتالی فإن الأوجه في © التی تحيط ب ٣‏ يجب أن 
تتبادل اللون. وهذا يقتضي أن يكون عددها زوجياء وعليه فإن كل وجه يكون محدودا 


بعدد زوجي من الأضلاع (انظر الشكل رقم 1,18). 





الشكل رقم )5,1١4(‏ كل وجه محدود بعدد زوجي من الأضلاع . 


ج سبرهن العيجة باسعخدام الغنوية» أ أنه إذا كان © رسم تر طا 
وكل وجه فيه يكون مثلثا ودرجة كل رأس فيه زوجية (أي أن © أويلري)»؛ فإن 6 
يكون قابلا للتلوين زاس من درجة 3. سنرمز للآلوان الثلاثة بالرموز [./ ,0 . 

ما أن © أويلري» فمن مبرهنة رقم (5.5) ينتج أنه يكن تلوين أوجهه 
بلونين» أحمر وأزرق. يكن الآن الحصول على التلوين الثلاثي المطلوب لرؤوس 6 


وذلك بتلوين رؤوس أي وجه أحمر بحيث تظهر الألوان 8,۲ ,» في ترتيب متوافق مع 


انهاه عقارب الساعة». وتلوين رووس أي .ويه أرق هيك تظير هذه الألواق ف 


ترتيب معاكس لاتجاه عقارب الساعة (انظر الشكل رقم 5,.19). يمكن تمديد تلوين 
الرؤوس هذا ليشمل الرسم بأكمله ؛ وهذا يثبت المبرهنة. 
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الشكل رقم (1,1۹) 6 قابل للتلوين وجهيا من درجة 3 . 


في المبرهنة أعلاه» افترضنا أن الخريطة تكعيبية. وليس بالضرورة أن نتقيد بذلك 


مبرهنة رقم .)1,1١(‏ لكي نثبت مبرهنة الألوان الأربعة» يكفي أن نثبت أن كل 
خريطة تكعيبية قابلة للتلوين وجهيا من درجة 4. 

البرهان. من نتيجة رقم (1.۸)» يكفي أن نثبت أن قابلية التلوين الوجهى من درجة 4 
لكل خريطة تكعيبية تقتضي قابلية التلوين الوجهي من درجة 4 لأي خريطة. لتكن 6 
أي خريطة » إذا احتوت © على أية رؤوس درجتها 2: فبالإمكان إزالتها بدون تأثير 
على التلوين. يبقى فقط حذف الرؤوس من درجة 4 أو أكثر. فإذا كان « رأسا من ذلك 
النوع» فبالإمكان لصق رقعة" فوق «اء كما في الشكل رقم (6,70). وبتكرار ذلك 
لكل الرؤوس من ذلك النوع» نحصل على خريطة تكعيبية وقابلة للتلوين وجهياً من 


۱۷۹ Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


درجة 4 باستخدام المعطيات. الآن يمكننا الحصول على التلوين الوجهي من درجة 4 
للرسم 6 وذلك بكمش كل رقعة لتصبح رأسا واحداء وبإعادة كل رأس درجته 2. // 


ع ص Sn.‏ 


5 هده 
۹ / 


الشكل رقم )٠,٠١(‏ لصق رقعة فوق « . 





تمارين رقم (۱۹) 


ELEY‏ يوضح الشكل رقم )1,۲١(‏ خريطة» ونريد تلوين اليلدان فيها بالألوان 
الأحمر والأزرق والاً اد آي والأصفر. 
( آ) أثبت أن لون البلد 4 يجب أن يكون أحمرا. 


(ب) ماهو لون البلد 8؟ 





۷۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


(0© أوجد أقل عدد من الألوان التي نحتاجها لتلوين أوجه كل من الرسومات 
الأفلاطونية بحيث تكون الأوجه المتجاورة ذات ألوان مختلفة. 

(۱۹.۳) أعط مثالا لرسم ساتوى يفيك کرت قاب اللو دسا من درجة 2 
وكذلك قابلا للتلوين رأسيا من درجة 2 

() عند رسم خطوط مستقيمة في المستوى بطريقة اختيارية فإن المستوى ينقسم إلى 
عدو منته من المناطق. أثبت أنه يمكن تلوين هذه المناطق باستخدام لونين اثنين. 

(۱۹.۵)© بتحوير برهان مبرهنة رقم )٦.۳(‏ باستخدام فكرة الثنوية» أثبت مبرهنة 
الألوان الستة للخرائط. 

(4.1) بتحوير برهان مبرهنة رقم (1.4) باستخدام فكرة الثنوية: أثبت مبرهنة 
الألوان الخمسة للخرائط. 

9 یگن رسيم على سيط عمد ارهد آل عن کا : فرش أشكل راس 
فيه درجته على الأقل 3. 
(أ) استخدم تمرين رقم )٠١.١(‏ لإثبات أن © قابل للتلوين رأسيا من درجة 4. 
(ب) استخدم فكرة الثنوية لتحوير النتيجة في فقرة ( 1 ). 

(19.4) (أ) أثبت أنه إذا مثلنا رسماً طاروياً على سطح الطارة» فإنه يمكن تلوين 

أوجهه باستخدام سبعة ألوان. 


تلوين الأضلاع Colouring edges‏ 
في هذا البند نلون أضلاع الرسم. وكما سنرى فإن مبرهنة الألوان الأربعة 
للرسومات المستوية مكافئة لمبرهنة تتعلق بتلوين الأضلاع في الخرائط التكعيبية. 


NYY Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


نقول عن رسم © إنه قابل للتلوين ضلعيا من درجة ۸ ((©) eاطھuهاهء-»‏ أو -۸ 
)edge colourable‏ إذا كان بالإمكان تلوين أضلاعه باستخدام # لون مث لا باخ 
ضلعان متجاوران نفس اللون. إذا كان © قابلا للتلوين ضلعيا من درجة »۸ وغير قابل 
للتلوين لھا درجة ۸-1 فإننا نقول إن الدليل اللوني (chromatic index)‏ للرسم 
#ا شعن وس قاد وال الاك حي الك رقم 715999 وسا 18 ت 

اق 6 اونجس 25 2 زح 3 : 
4 - (0)) يم . 





لاحظ أنه إذا كانت 4 أكبر درجة رأس في »G‏ فإن 4 < (72')0 . تعطي 
النتيجة التالية والمعروفة باسم مبرهنة فايزنق (Vizing's theorem)‏ حدين فعليين للدليل 
اللوني لرسم بسيط ©. ويمكن الحصول على برهانها في بوندي و مرتي [7] أو في 
فيوريني و ويلسون ]28[ .Fiorini & Wilson‏ 
هن 8 :فال 2-1 210(5 AS‏ 


لا تغرف أى الرسؤمات لبا دليل e ۸A‏ اى ا ذلك» فانه 


١ 5‏ مقدمة فى نظرية الرسومات 


سبيل المثال» ')٥,(‏ = 2 أو 3 حيث يعتمد ذلك على ما إذا كان « زوجيا آم فرديا : 
و 2-1 - (,۳)' اذا كانت 4 < ۸. 
سنحدد الآن النتائج المناظرة فيما بخص الرسومات التامة. 


مبرهنة رقم (5,17). # = (,كل)'ر إذا كان « فردياً (±1 ۸)» و1-+ = (ي)'ير 
إذاكان م زوجنا. 
البرهان. النتيجة واضحة عندما 7-2: لذا لنفرض أن 3 < ۸. 

إذا كان ” فرديا فإنه يمكننا تلوين أضلاع ,۸ باستخدام « لون وذلك بوضع 
رؤوس م5 في صورة مضلع نوني 7-800 منتظم» وتلوين الأضلاع على الحدود بلون 
مختلف لكل ضلع ؛ ومن ثم تلوين كل ضلع آخر باللون المستخدم للضلع الموازي له في 
الحدود (انظر الشكل رقم 7.77). إن حقيقة أن ,× غير قابل للتلوين ضلعيا من درجة 
”-١‏ تنتج بملاحظة أن أكبر عدد ممكن للأضلاع من نفس اللون هو: 1(/2-”)» وعليه 
فان عدد أضلاع بك هو على الأكثر (_,124)'ر ×۸-1(/2). 





الشكل رقم (5,77) تلوين أضلاع ,1 71 فردي. 


VY Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 

إذا کان ۸ زوجياء فإننا أولا نحصل على ,× بربط الرسم التام :× مع رأس 

واحد. وإذا لونا الآن أضلاع ۸ كما هو أعلاه فان هناك لون واحد مفقود عند كل 

رأس › وهذه الألوان الممقودة كلها تامة. ومن كم تكمل تلوين أضلاع ع بتلوين 
الأضلاع الباقية بهذه الألوان المفقودة (انظر شكل 1.55). // 





الشكل رقم (84؟5,7) تلوين أضلاع ,)74 زوجي . 


سنوضح الآن العلاقة بين مبرهنة الألوان الأربعة وتلوين أضلاع الرسم. هذه 
العلاقة تزيد الاهتمام بموضوع تلوين الأضلاع كثيرا. 


مبرهنة رقم (1.17). إن مبرهنة الألوان الأربعة مكافئة للعبارة: 3= (©)'7 لكل 

البرهان. -> لنفرض أن لدينا تلوين رباعي لأوجه ©»: ولنرمز للألوان بالرموز 
(1,0) = » و (0,1) = 8 و (1,1) = و (0,0) = 0 . بالتالي يمكننا تلوين أضلاع © 
باستخدام ثلاثة ألوان وذلك بتلوين كل ضلع ء باللون الذي نحصل عليه بجمع (قياس 
2) لوني الوجهين اللذين يحدهما ». فمثلا إذا كان » يحد وجهين ملونين © و “/زء فإن 


» يلون باللون 8 لأن (0,1)-(1,1)+(1,0). لاحظ أن اللون 6 لا يمكن أن يظهر في هذا 


7 مقدمة في نظرية الرسومات 

التلوين للأضلاع لن الوجهين انلدي دان کل ضلع يحب 4 يكونا ختلمين. وعلاوة 
عل ذلك لا يوجد ضلعان متجاوران لهما نفس اللون» وعليه فنكون قد حصلنا 
على تلوين الأضلاع المطلوب (انظر الشكل رقم 1.15). 





الشكل رقم (1.55) تلوين الأضلاع المطلوبة. 


ج لنفرض الآن أنه بإمكاننا استخدام ثلاثة ألوان لتلوين أضلاع 6. إذن هناك 
ضلع من كل لون عند كل رأس. إن الرسم الجزئي والحدد بتلك الأضلاع الملونة » أو 
/ هو رسم منتظم من درجة 2. وعليه» باستخدام تحوير سهل لبرهنة رقم (1.1) 
للرسومات غير المترابطة » يمكننا تلوين أوجهه باستخدام لونين 0 و 1. وبطريقة مشابهة : 
نستطيع تلوين أوجه الرسم الجزئي المحدد بتلك الأضلاع الملونة © أو / باللونين 0 
و1. وغليه » فإئنا نستطيع أن عطي كل وجه في 6 إحداثيين (ز*)ء حيث إن گلا من + 
و«ريكون 0 أو 1. وحيث إن الإحداثيات المعطاة لوجهين متجاورين في © يجب أن يختلفا 
في مركبة واحدة على الأقلء فإن هذه الإحداثيات (0,0) ,(1,1) ,(0,1) ,(1,0) تعطى 
التلوين الرباعي المطلوب لأوجه 6. // 

مختم هذا البند بمبرهنة لدينيس كونيق عن الدليل اللوني للرسم ثنائي التجزئة. 
مبرهنة رقم (1,15) (1916 ,هنمة»1). إذا كان © رسما ثنائي التجزئة وأكبر درجة 
رأس فيه هي ذء فان 4 =(7)6. 


VY Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 

بلاحظة: إن طريقة. البرهان مشابهة تلك العطاة فى البند 1۸- ستعقير رستما جريا 
ثنائي التلوين ;۲7 ونقوم بتبديل اللونين. 
جميع أضلاع © ما عدا ضلعا واحدا باستخدام على الأكثر 4 لونء فإن هناك تلوينا 
لأضلاع © باستخدام 4 لون. 

لذا لنفرض أن كل ضلع في © قد لون ما عدا الضلع ”. إذن هناك على الأقل 
لون واحل مفقوات عنتك الرأس 2 وعلى الأقل لون واحد قرو عد اراس عنقا كان 
هناك لون ما مفقود عند كلا الرأسين « و س فإننا نلون م بذلك اللون. وإذا لم يكن 
الحال كذلك» فلنفرض أن © هو لون مفقود عند + و / هو لون مفقود عند ) 
ولنفرض أن و H‏ هو الرسم الجزئي من 0 والمترابط والذى يتألف من الرأس ١‏ وتلك 
الأضلاع والرؤوس في © التي يكن أن نصلها من ١‏ باستخدام مسار تالف كليا غه 
أضلاع ملونة © أو 8 (انظر الشكل رقم 1.57). 


الل 8 5,96 مسار يتألف من أضلاع ملونة © أو 1 
شم ق 


ما أن © ثنائى التجزئة» فإنه لا يمكن للرسم الجزئي و7 أن يحوي الرأس «, 
وعليه يمكننا تبديل اللونين :© و 8 في هذا الرسم الجزئي بدون أن يتأثر « أو بقية 
التلوين. يمكن الآن تلوين الضلع ‏ باللون 8 » ومنه نكمل تلوين أضلاع 6. / / 


۷۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


نتيجة رقم .)1.1١(‏ (8 ,)×۳4 = ( ,16 )'/7 . 


عارین رقم (۲۰) 


.)1,517( أوجد الدليل اللوني لكل رسم في الشكل رقم‎ )٠,1( 





الشكل رقم 1 


07 اوقد الدليل اللوني لكل رسم في الشكل رقم (5.58). 





الشكل رقم (TT)‏ 


( في الجدول في الشكل رقم (۲,۹)» أوجد جميع الرسومات التي دليلها 
اللوني 2 و 3 و4. 

(©> قارن الحدين السفلي والعلوي للدليل اللوني المعطيين في مبرهنة فايزنق 
بالقيمة الفعلية لكل من : 


Te TIE 


1۷۹ Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


(ب) الرسم التام يكل ؛ 
(ج) الرسم ثنائي التجزئة التام ». 
)3١,5(‏ ما هو العدد اللوني لكل من الرسومات الأفلاطونية؟ 
)٠.5(‏ أعط برهانا بديلا لنتيجة رقم (1,15) وذلك بعرض تلوين صريح لأضلاع .6. 
(۲۰,۷) أثبت أنه إذا كان 6 رسما هاملتونيا تكعيبياء فإن 3 - (©)2 . 
)۲٠,۸(‏ ( أ ) أثبت أن الدليل اللوني لرسم بيترسن هو 4» وذلك باعتبار التلوينات 
الثلاثية الممكنة للدورة الخماسية الخارجية. 
(ب) باستخدام الفقرة ( أ ) وتمرين رقم (۲۰,۷)» استنتح أن رسم بيترسن هو 
رسم غير هاملتوني. 
0 ليقن #ارسما پسسظا وعدد رؤوييه عده قزودى. أنبت أله إذا كان :8 :متا 
من درجة 4ء فان 1+ 4.- ()) 2 . 
7,٠١ (‏ (أ) لیکن © رسماً بسيطا غير صفري. أثبت أن ((©).22)8 = (©)'2 
حيث (1)6 هو الرسم الضلعي للرسم ©. 
(ب) باستخدام الفقرة ( أ ) ومبرهنة بروكس» أثبت مبرهنة فايزنق في الحالة 
عندما تكون 4-3 . 


كثيرات الحدو د اللونية Chromatic polynomials‏ 
تتم هذا الفصل بالرجوع إلى تلوين الرؤوس. في هذا البند» سنعرّف لكل 
رسم دالة تخبرنا عما إذا كان الرسم قابلا للتلوين من درجة 4» بالإضافة إلى بعض 
المعلومات الأخرى. وف بحثنا لبذه الدالة» فإننا نأمل الحصول على معلومات مفيدة 
عن مبرهنة الألوان الأربعة. بدون فقد للعمومية» سنقصر اهتمامنا على الرسومات 
البسيطة. 


لیکن © رسما بسيطاء وليكن (2)4 هو عدد طرق تلوين رؤوس © باستخدام 
لمن الألوان يت ل يا خت راساة عار اث تقس اللو مسي ازفا انات 
اللونية (chromatic function)‏ للرسم .G‏ فمثلاء إذا كان © الشجرة الموضحة في 
الشكل رقم (1.۲۹)ء فإن ۸)۸-17=()م۲» لأنه يمكن تلوين الرأس الأوسط ب م 
طريقة » ومن ثم تلوين كل من الورقتين ب ۸-1 طريقة. يمكن تعميم هذه النتيجة لإثبات 
آنه إذا كانت 7 أي شجرة ذات « رأس فإن '*(6)4-1-(6)م. وبا ثل » إذا كان © الرسم 
التام 5 في الشكل رقم )5,75١(‏ فان (۶)۸(<۸)۸-1()۸-2. ويمكن تعميم ذلك ليصبح 
(1+-/)...(2-)(4-1)-6)وى” إذا كان © هو الرسم ,۸۔ 









OIE ©‏ 0 
الشكل رقم (5,75") شجرة . 





الشكل رقم :"7 5") و 5 


من الواضح أنه إذا كان (©)2 > ۸ فإن ۶)۸(=0» وإذا كان (6) < ۸ فإن 
4(<0)جت. لاحظ أن مبرهنة الألوان الأربعة مكافئة للعبارة: إذا كان © رسما بسيطأً 


مستوياء فان 4(<0)ج2. 


تلوين الرسومات Colouring graphs‏ ا ١‏ 
اللونية لرسم بسيط بدلالة الدوال اللوتية للرسومات الصفرية. 
من © بحذف وتقليص ضلع ء. عندئل (1).ه”/-(1)يه-(1)0. 


CT‏ ليكن © هو الرسم الموضح في الشكل رقم .)1.۳١(‏ الرسمان المناظران ع-6 
Gleg‏ مو ضحان ٤‏ الشكا رقم (TTY)‏ ا ل بتطميق نص المبرهنة حصل على : 


.k(k-1)(k-2)(k-3)=[k(k-1)(K-2)]-[k(k-1)(Kk-2)] 
7 





الشكل رقم (١۳,ا)‏ رك . 
رن( 2 
ي بور 5 
ا7ر 


G-e (k1 Ge (k-2) 


الشكل رقم (؟5,"1) لاحي اه و 


۱۸۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان. ليكن س««=ء. إن عدد الطرق لتلوين 6-e‏ باستخدام » من الألوان بحيث إن « 
و« يأخذان لونين مختلفين لا يتغيرإذا رسمنا الضلع » رابطا للرأسين « و «» وبالتالى 
يكون مساويا ل 8). بالثل » عدد الطرق لتلوين 6-٤‏ باستخدام » من الألوان بحيث 
إن « و « يأخذان نفس اللون لا يتغير إذا أطبقنا « على «» وبالتالى يك ون مساويا 
(4),ج2. وعليه فإن عدد الطرق الكلي ).7 لتلوين ء-6 باستخدام » من الألوان هو 
()موط+ )وص كما هو مطلوب. // 


نتيجة رقم (25,11). الدالة اللونية للرسم البسيط هي كثيرة حدود. 
البرهان. نكمل الإجراء أعلاه باختيار أضلاع في ء-6 و 61 ثم نقوم بحذفهم 
وتقليصهم. ثم نكرر الإجراء ذاته على الرسومات الجديدة الأربعة» وهكذا. لينتهى 
ذللقة عددها لا سق هباك أضلاع - بمعنى : عندما يكون كل رسم باق 0 مستقرياً. 
e‏ أن الدالة اللونية للرسم الصفري هي كثيرة حدود (- #» حيث إن ” هو عدد 
الرؤوس)» فينتج بعد تكرار تطبيق مبرهنة رقم (5.17) أنه يجب أن تكون الدالة اللونية 
للرسم 6 مجموع كثيرات حدود» ومن ثم يجب أن تكون بنفسها كثيرة حدود. / / 

سنعظي لاحقا مثالا يوضح هذا الإجراء. غملياء لا نريد تخفيض كل رسم إلى 
رسم صفري. بل يكفي أن نخفض كل رسم إلى رسومات نعرف دوالما اللونية مسبقا ؛ 
كالأشجار مثلا. 

وف صوء نتيجة 1,۱۷ ؛ نسمي الآن )م كثيرة الحدود اللونية ( عتأقوعطء 
لهتسسمهزاهم) للرسم 6 الاجظ أنه من البرهان: أعلاهه فاته إذا كان © رسها عذد 
رؤوسه ” فإن ٨)۸‏ تكون من درجة ” لأنه ليس هناك رؤوس جديدة تظهر خلال أي 
مرحلة. وبما أن ذلك الإجراء يعطى رسما صفريا واحدا فقط له ” رأس» فإن معامل *م/ 


هو 1. يمكننا كذلك إثبات (تمرين رقم )1١1,7‏ أن المعاملات تتبادل الإشارة» وأن معامل 


AY Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


"۸ هو - حيث ” هو عدد أضلاع 6. لاحظ أننا لا نستطيع تلوين رسم ما إذا لم يكن 
هناك ألوان» وبالتالي فإن الحد الثابت لأي كثيرة حدود لونية هو 0. 

نعطي الآن مثالا يوضح الأفكار أعلاه. ونستخدم مبرهنة رقم (1,15) لإيجاد 
كثيرة الحدود اللونية للرسم © في الشكل رقم (1.7) وسنتحقق من أن كثيرة الحدود 
هذه هي من الصورة 01+ ط- 4۸+ ۸-7۸» حيث إن ه و ١‏ و » ثوابت موجبة كما هو 
متوقع من الفقرة السابقة. من الملائم عند كل مرحلة أن نرسم الرسم نفسه بدلا من 
كتابة كثيرة حدوده اللونية. فمثلاء بدلا من كتابة (8),م-0)ي5-(4)» حيث »G‏ -6 
ء» ما6 هي الرسومات في الشكلين رقمي ٦.۳١‏ و ۲١۳٦ء‏ فإننا نكتب المعادلة 
الموضحة في الشكل رقم .)١.١٤(‏ 


ا سا قول بچ ی تنس سے ميتي “تيه 


الشكل رقم (”,5) إيجاد كثيرة الحدود اللونية . 


N. 





الشكل رقم (5,74). 


وبهذا الاختصارء وإهمال الأضلاع المتكررة كلما تقدمناء فيكون لدينا 


| لا أ اا 
له ما لان لا 
١ 5‏ 3 2 ا 1 9 
a “AA‏ 4 ۱۶ /- 
ملك لا اي للا يا 
وبالتالى › 
k(k-1)'-3k(k-13+2k(k-1)°+k(k-1)(k-2)‏ حلمم 


27+ 1812-2012 

لاحظ أن هذه النتيجة هي على الصورة المطلوبة >+ #ط-اه+۸-7۸» حيث إن 
و 5 وء ثوابت موجية. 

مختم هذا الفصل بتذكر (من تمرين رقم )١7,5‏ ماهية العلاقة بين تلوين الرؤوس 
والمسائل المتعلقة بجدولة الوقت. لنفرض أننا نرغب في ترتيب أوقات يعض الحاضرات 
ولا يمكن أن نعطي بعض المحاضرات في نفس الوقت» لأنه ربا كان هناك بعض الطلبة 
الراغبين في حضور أكثر من محاضرة. ولكي ننشئ جدولا بذلك فإننا ننشئ رسما 
رؤوسه تناظر امحاضرات وأضلاعه تربط أزواج امحاضرات التي ا يمكن أن تعطى ٤‏ 
نفس الوقت. إذا ربطنا لونا مع كل وقتٍ متاح للمحاضرات» فإن تلوين الرؤوس 
يكون مناظرا لجدولة المحاضرات. والعدد اللوني للرسم يخبرنا عن عدد الفترات التي 
نحتاجها > وكثيرة الحدود اللونية تعطينا عدد الطرق المتاحة لحدولة المحاضرات. 


A0 Colouring graphs تلوين الرسومات‎ 


تمارين رقم )7١(‏ 


(۲۱,۱) اكتب كثيرات الحدود اللونية ت لل س 
() الرسم التام مكل ؛ 
(ب) الرسم ثنائى التجزئة التام ,ك. 
بكم طريقة يمكن تلوين هذين الرسمين باستخدام 7 ألوان؟ 
4١101‏ ایج کیرات ادود اللونية للرسوهات اليسيظة اللترانظة الستة ذات 
الأربعة رؤوس. 
(ب) قى من أن كلا من ترات الحدود فى الققرة (1 )اتون على الصورة 
ط- +a‏ ۸-۸ حيث إن 7# عدد الأضلاع » و ه و 5 ثابتان موجبان. 
(71) أوجد كثيرات الحدود اللونية لكل من : 
(]) الرسم ثنائي التجزئة التام ىك ؛ 
(ب ب الدورةيم. 
10 ( أ ) أثبت أن كثيرة الحدود اللونية للرسم ۸ هي '(۸)۸-1()۸-2+"(1-))۸. 
(ب) أثبت أن كثيرة الحدود اللونية للرسم ٤,‏ هي (1-))"(1-)+"(۸-1). 

(۲۱.۵) أثبت أنه إذا انات رسما سيل غير مترابط » فان كثيرة حدوده اللونية (/)م 
هي حاصل ضرب كثيرات الحدود اللونية لمركباته. ماذا يمكنك قوله عن درجة 
أصغر حد متواجد فى (8),؟ 

0 لیکن وسما بسيطا عند ررس وعندد أضلاعة ج اسقختم الاستقراء 

على ” ومبرهنة رقم( )1.١‏ لإثبات أن 
( آ ) معامل ١‏ هو :- ؛ 
(بس) معاملات (۸)م۶ تتبادل الإشارة. 


تقل يه أل ين سارف 
مقدمة في نظرية الرسو 
۸۳ 


Pç(Kk)=k(k-1)" ¢‏ ¢ 
ثبات أنه إذا كان "(۸-1) 
التمريئين 5.21 و 6.21 لوثبات 0 
)* (أ) استخدم نتائج التمرين 
YN)‏ 41 ر 1 ظ 
فإن © شجرة عدد رؤوسها .ı‏ 


.K-4k +6 -4K 
IK +K -4k + 8 
۸ حدودها اللونية هي‎ 5 0 . 
ع ثلاثة رسومات تكون سس ت‎ 
(ب) اوجد ظ‎ 





الرسومات الموجهة 


Digraphs 





بمعرفة الوجهات المضللة ستعرف الوجهات الصحيحة... 
(الأمير هاملت William Shakespeare (Hamlet‏ 


5 بعض التعاريف الأساسية» ونناقش ما إذا كان بإمكاننا توجيه الأضلاع في رسم 
ا کون الرسم الناتج مترابطا بقوة. ويلي ذلك نقاشس مختصر لتحليل المسار الحرج ؛ 
ثم في البند 277 ندرس الدورات الہاملتونية والطرق الأويلرية وباهتمام خاص 
بالتصفيات 101/714/71©1/5 ثم نختم الفصل بدراسة تصنيف الحالات في سلسلة ماركوف. 


تعاريف Difinitions‏ 
يتألف الر سه المو directed graph) D a>‏ أو (digraph‏ من جموعة منتهية غير 
خالية (10) عناصرها تسيمي ‏ رؤوسا (vertices)‏ « وعائلة منتهيه (4)/0 من أزواج مرتبة 


من عناصر (۲)2 تسمى أضْلاعا مو جهة (5و:32). نسمي (۲)2 مجموعة الرؤوس و (۸4)2 


JAY 


۸۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


عائلة الأضلاع الموجهة للرسم 2. وعادة نختصر الضلع الموجه )٠««(‏ لنكتب ««. 
وعليه» فإنه في الشكل رقم )۷.١(‏ » (۲)2 هي المجموعة (2 ,« ,+ ») » أما (4)2 فتتألف 
من الأضلاع الموجهة ۷ء ۷ء سر (مرتين) ع ۷ء w١‏ 200 وترتيب الرؤوس فی كل 
ضلع موجه موضح بسهم. إذا كان 2 رسما موجها : فإن الرسم الناتج من 2 بإزالة 
الأسهم (أي» بتبديل كل ضلع موجه على الصورة ‏ بضلع مناظر )٠«‏ يدعى الرسم 
ا لخفي (طمهع وستزارع0سس) للرسم الموجه 2 (انظر الشكل رقم ۷.۲). 





/ 
ظ کے کو عت کے © 
الشكل رقم (7,/) الرسم الخفي . الشكل رقع ا رسع رجه . 


تقول إن 1 رسم موجه بسيط (طمھrعdi‏ eاpصsim)‏ إذا كانت جميع أضلاع D‏ 


الموجهة مختلفة ولم يكن هناك وات (أى أضلاع موجهة من الصورة «ر). اظ آله 


ليس بالضرورة أن يكون الرسم الخفي لرسم موجه بسيطر رسما بسيطاً (انظر الشكل 
رقم ۷.۳). 





ج س ر 
ا 9 2 


الشكل رقم )۷,٤(‏ رسم موجه . الشكل رقم (۷,۳) رسم موجه بسيط . 


١5 Digraphs الرسومات الموجهة‎ 


امتقاة اكاة العديد مخ التعاريف المظاة ق البيد #اللرسيومات::فنقلاء تقول 
إن رسمين موجهين متماثلان (عنطم«وصدهوة) إذا كان هناك تماثل بين رسميهما الخفيين 
بحيث يحافظ على ترتيب الرؤوس في كل ضلع موجه. لاحظ أن الرسمين الموجهين في 
الشكلين رقمي )۷,١(‏ و(٤,۷)‏ غير متمائلين. 

نقول عن سم 1 و 8 في رسم موجه 2 إنهما متجاوران ()هء»ة[30) إذا كان 
هناك ضلع موجه في (4)2 من الصورة ”« أو ««. وبالتالي نقول إن الرأسين « و س 
مرتبطان (10684م1) مع مثل ذلك الضلع. إذا كانت مجموعة رؤوس ( هي .....") 
(,ناء نعرف مصفوفة التجاور (adjacency matrix)‏ للرسم الموجه 2 على أنها 
المصفوفة من الدرجة ۸ ×۸ (زه)-4م2» حيث إن زه هو عدد الأضلاع الموجهة من ۷١‏ 
إلى رلا. 

هناك آيضا تنميمات ينعية للرسومات المدكررة اق تغاريف البيذ ۵. نعرف الممر 
(581) في رسم موجه 2 على أنه متتالية منتهية من الأضلاع الموجهة على الصورة 
m-1‏ ء٠1‏ ء ونكتب هذه المتتالية ا بالصورة ر۷ج .چ برج ونا 
ونقول إنه مر من «١‏ إلى سه. وبطريقة مشابهة يمكن تعريف الطرق الموجهة والمسارات 
الموجهة والدورات الموجهة» أو ببساطة نقول الطرق والمسارات والدورات إذا لم يكن 
هناك التباس. لاحظ أنه بالرغم من أن الطريق لا يمكن أن بحوي ضلعاً موجهاً ٠‏ أكثر 
من مرةء فإنه قد يحوي كلا من س و س فمثلا , في الشكل رقم )۷,١(‏ 
جد س جد بر جد بير جه جح هو طريق. 

بالإمكان أيضا تعريف الترابط. إن أكثر أنواع الرسومات الموجهة المترابطة نفعا 
هما نوعان يتعلقان بمقدرتنا أو عدم مقدرتنا على اعتبار اتجاه الأضلاع الموجهة. هذه 
التعاريف هي تعميمات بدهية لتعازيف الترابط المعطاة في البندين 2 و 5 للرسومات. 


نقول عن رسم موجه 2 إنه مترابط (660ع©ههمه) إذا لم يكن بالإمكان كتابته 
كاتحاد» بالطريقة المعتادة» لرسمين موجهين. وهذا يكافئ قولنا أن الرسم الخفي 
للرسم الموجه 2 هو رسم مترابط. نقول إن 2 مترابط بقوة (0ء)ءعصدهه نراعده:و) إذا 
وجد مسار من ١‏ إلى ٠‏ لجميع الرؤوس < و « في (7)0. إن كل رسم موجه مترابط بقوة 
يكون مترابطاء ولكن ليس كل الرسومات الموجهة المترابطة تكون مترابطة بقوة ؛ على 
سبيل المثال؛ الرسم الموجه المترابط في الشكل رقم (۷,1) ليس رسما مترابطا بقوة لعده 
وجوه سان هن 7 إلى 2 

إن هذا التمييز بين الرسومات الموجهة المترابطة والمترابطة بقوة يصبح أكثر 
وضوحا إذا ما نظرنا إلى خريطة الطرق لمدينة كل شوارعها هي شوارع ذات اتجاو واحد. 
إذا كانت خريطة الطرق مترابطة » فيمكننا الانتقال من أي مكان في المدينة لأي مكان 
آخر متجاهلين الاتجاهات في الشوارع. أما إذا كانت الخريطة مترابطة بقوة» فيمكننا 
الانتقال من أي مكان في المدينة إلى أي مكان آخرء بحيث نلتزه دائما بالطريق 
الصحيح على تلك الشوارع ذات الاتجاه الواحد. 

وحيث إن كل نظام باتجاه واحد يجب أن يكون مترابطا بقوة» فبدهياً أن نسأل 
متى يكون بمقدورنا فرض نظام اتجاه واحد على خريطة طرق بحيث نستطيع الانتقال 
من أي مكان في المدينة إلى أي متكآن الخر. فمثالا: إذا كانت المذيتة تتالنه هن جراين 
مرتبطين فقط بجسرء فلا نستطيع فرض مثل نظام الاتجاه الواحد هذا على المدينة» لأنه 
بتوجيه الجسر بأي اتجاه يعني عزل أحد الجزأين. ومن جهة أخرى» إذا لم يكن هناك 
جسورا فيمكنتآ ذائمأ فرض مكل ذلك التظام. عله النتيجة مذكوزة نضا في مبرهتة رق 
(۷,۱). 


١ ١ Digraphs الرسومات الموجهة‎ 


ومن الأفضل أن نعرف الرسم © ليكون قابلا للتوجيه (عءاطهاهءتءه) إذا كان 
بالإمكان توجيه كل ضلع فيه بحيث يكون الرسم الموجه الناتج مترابطا بقوة. فمثلا > إذا 
كان © الرسم الموضح في الشكل رقم )۷.١(‏ » فإن © قابل للتوجيه لأنه يمكن توجيه 
أضلاعه لينتج الرسم الموجه المترابط ساد _ 


١‏ 7 3 16 ر 
4 0 »| | # 
03 | بر 


سجر | ١‏ | 
لسية ر N‏ 


الشكل رقم (5,/) رسم موجه مترابط بقوة . الشكل رقم (ه,/) رسم قابل للتوجيه . 


طريق آویلری : ونو حه الأضلاع في اتجاه ذلك الطريق كلما تقدهيا. e‏ الآن 
شر طا لازما وكافيا (يعزى إلى روبيئز (H. E. Robbins‏ لرسم ما كي يكون قابلا 
للتوجيه. 


مبرهنة رقم (۷.۱). ليكن © رسماً مترابطاء عندئنر يكون © قابلا للتوجيه إذا 
وفقط إذا كان كل ضلع في © محتوى في دورة واحدة على الأقل. 
البرهان. الشرط اللازم واضح. لإثبات الشرط الكافى ؛ نختار أي دورة © ونوجه 
أضلاعها دوريا. إذا كان كل ضلع في © محتوى في ©» فالبرهان قد كمل. وإذا لم يكن 
كذلك» نختار ضلعاً © غير موجود في © ولكنه جاور لضلع في ©. وباستخدام المعطى : 
الضلع » حتوى في دورة ما "© والتي يمكن توجيه أضلاعها دوريا ما عدا تلك الأضلاع 
التي وجّهت مسبقا- أي تلك الأضلاع في "© التي تقع ضاق لفن هن الصعى 


رؤية أن الرسم الموجه الناتج هو رسم مترابط بقوة ؛ يوضح الشكل رقم (۷.۷) ذلك 


١7‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


الوضع » حيث تدل الخطوط المنقطة على أضلاع '©. ونواصل بهذه الطريقة؛ في كل 
أن الرسم الموجه يظل مترابطا بقوة في كل مرحلة» فإننا في نهاية الأمر نحصل على 
الظلووب: 77 


4 3 4C 


1 / 
Mm ۱ 


نختم هذا البند بنقاش مسألة "المسار الحرج امم امءناء والمتعلقة بجدولة 
سلسلة من العمليات. لنفرض أننا نريد إنجاز مشروع ماء مثل بناء منزل» ويمكن تقسيم 
ذلك المشروع إلى عدد من الأعمال؛ مثل وضع الأساسات وإنشاء السقف وتمديد 
الأسلاك الم. يمكن تأدية بعضا من هذه الأعمال في نفس الوقت» بينما يجب الفراغ من 
بعضها قبل أن نبدأ في عمل البعض الآخر. هل يمكن أن نجد طريقة فمّالة لتحديد أي 
من هذه الأعمال يؤدّى أولا وتحديد مقدار الزمن المستغرق بحيث يكتمل المشروع 
الكلي في أقل وقت نمكن؟ 


الرسومات الموجهة Digraphs‏ ۹۳ 





الشكل رقم (۷,۷) شبكة عمل . 


وا هله السالةء تش me.‏ 589 فوا أو شبكة عمل ( ««ات«ناءة 
اا) كل ضلع موجه فيها يمثل الوقت الذي يستغرقه عمل ما. الشكل رقم (۷.۸) 
يوضح مثل تلك الشبكة. يمثل الرأس 4 بداية المشروع ويمثل الرأس 1 نهايته. ولأنه لا 
يمكن إكمال المشروع حتى نمر بكل مسار من 4 إلى 1ء فإن المسألة تصبح مسألة إيجاد 
أطول مسار من 4 إلى 5. ويمكن إنجاز ذلك باستخدام طريقة تعرف بطريقة المراجعة 
وتقييم البرنامج ›)PERT() programme evaluation and review technique‏ وهى مشابهة 
لتلك التي سبق وأن استخدمناها لمسألة المسار الأقصر في البند 8» إلا أنه ونحن نعبر 
الرسم الموجه من اليسار إلى اليمين فإننا نربط كل رأس ”7 بعدد (7)/ يدل على طول 
أطول مسار من 4 إلى 7. إذن بالنسبة للرسم في الشكل رقم (8,./) » نعطي 

العدد 0 للرأس 4 ؛ 

العدد 3+(1)4» أي 3 للرأس 8 ؛ 

العدد 2+(1)4ء اقا اس ۹۵ 

العدد 2+(1)8» أي 5 للرأس 7 ؛ 


العدد (6+(©)/ ,4+(8)/ ,9+(4)/)::هصةء أي 9 للرأس 2 ؛ 


١5 5‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


العدد 9+(٤)1ء‏ أي 11 للرأس ٣‏ ؛ 

العدد (1+(2)/ ,3+(1)2) :تقض أي 10 للرأس 6 ؛ 

العدد (1+(1)7 ,2+()1) هص أي 12 للرأس 4 ؛ 

العدد 2+(2/[)2 أئ 13 للراس 7: 

العدد +5+(/2)! ›max{/(G)+5,‏ أ 7 للراس كن 

العدد ‡2+)/(1 ,6+(27)!! تق أ E‏ الو اهو كر 

العدد (3+(1)۸ ,5+(1)2 ,9+(a×)1)⁄1ہ»‏ أي 22 للرأس ا ؛ 


وكما في مسألة المسار الأقصرء فإننا نستمر في تعقب تلك الأعداد بكتابة كل 
- واحدٍ منها بجانب الرأس الذي يمثله. لاحظ أنه بخلاف المسألة التي اعتبرناها في البند 8ء 
لا يوجد هنا تعرج 21-2468174" لأن جميع الأضلاع الموجهة تكون من اليسار إلى 
اليمين. وبالتالي» فإن طول أطول مسار هو 22: وهو معطى في الشكل رقم (7.4). 
وعليه فإنه لا يمكن إكمال المشروع حتى نقطع وقتا مقداره 22. 

عادةٌ ما يسمى المسناو الأطول هذا مساقو حرج ›)eritical path)‏ لأن أي تأخير 
في عمل ما على هذا المسار يؤدي إلى تأخير المشروع برمته. لذلك» عند جدولة مشروع 
ماه هب الااتسوف أنتباها خاسا للسارات اة 

بإمكاننا أيضا حساب أطول وقت يستغرقه إكمال أي عمل إذا ما أردنا أن لا يكون 
هناك أي تأخير. وبالاستقصاء الخلفي من عند 1ء نرى أنه يحب أن نصل × فی وقت 
222-3-9) و7 في وقت 22-5-17» و 8 فى وقت 12-(19-6 ,22-9 ,17-5) نص 


وكا 


١ Digraphs الرسومات الموجهة‎ 





الشكل رقم (۷,۹) شبكة العمل موضحة طول أطول مسار . 


تمارين رقم (۲۲) 


)۲.۱؟“ ٤‏ الشكل رقم (*٭۷,1) هناك زسمان موجهان متمائلان سس بان تللف ` 


الرسومات الموجهة. أيها؟ 


کے 


5 





الشكل رقم .)۷,٠١(‏ 


3055600 اک / رسما موجها ؛ بسيطا علد رؤوسه 7 وعدد أضلاعه الموجهة 7 
(أ) أثبت أنه إذا كان 2 مترابطاء فإن (1- ۸)۸ > ۳> 77-1 . 


(ب) أوجد حدين مناظرين لذلك ل ” إذا كان 2 مترابطا بقوة. 


20 اكتب مصفوفتي التجاور للرسمين الموجهين في الشكلين رقمي )۷.١(‏ و 
تهنا 
(71.5) لیکن 2 رسما موجها. نرمز لعكس (56,»«همه) 2 بالرمز 2 ونحصل عليه 
بعکس اتجاه كل ضلع موجه في 2. 
(أ) أعط مثالا لرسم موجه تماثل لعكسه. 
(ب) ما هي العلاقة بين مصفوفتي التجاور للرسمين 2 و D؟‏ 
[ و استخدام مبرهنة رقم (7,1): أثبت أن كل رسم هاملتوني يكون 
قابلا للتوجيه. 
(ب) یت أن ركلا (0:ك 63 و [ويرك 2) هما ريصا قآبلاة س 
وذلك بإيجاد توجيه مناسب لكل منهما. 
(ج) أوجد توجيها مناسبا لرسم بيترسن وكذلك لإثناعشري الوجوه. 
)۲۲١١(‏ في مسألة جدولة الوقت أعلاه» احسب أطوال الأوقات اللازمة للوصول إلى 


الرؤوس 218 


(37.0) أوجد المسار الأطول من 4 إلى © في الشبكة التي في الشكل رقم .)۷.١١(‏ 
ع 40 8 





الشكل رقم .)7,١١(‏ 


الرسومات الموجهة sطمDigra‏ ۹¥ 


الرسومات الموجهة الأويلرية والتصفيات 
Eulerian digraphs and tournaments‏ 
ندرس في هذا البند نتائج للرسومات الموجهة مناظرة لتلك التي تناولناها في 
البندين ٦‏ و . وبالتحديد» ندرس الدورات الہاملتونية في نوع من الرسومات الموجهة 
يسمهى تصقية 101/7711111©111. 
نقول عن رسم موجه مترابط 2 إنه أويلري (ههنءان8) إذا وجد طريق مغلق 
يحوي كل ضلع موجه في 2. تسى مهتلا ذلك الطريق ا اا .(Eulerian trail)‏ 
فمثلاًء الرسم الموجه في الشكل رقم (۷.1۲) ليس أويلرياء بالرغم من أن رسمه 
الخفي رسم أويلري. 





الشكل رقم )/,١7(‏ رسم غير أويلري . 


هدفنا الأول هو الحصول على شرط لازم وكاف» مناظر لذاك الذي في مبرهنة 
رقم (۳,۵)» لرسم موجه مترابط ليكون أويلرياً. لاحظ أن كون الرسم مترابطا بقوة هو 
شرط لازم. 

نحتاج إلى بعض التعاريف الأساسية. نعرّف درجة الخروج (014-468766) لرأس 
٠‏ في 2 على أنها عدد الأضلاع الموجهة التي من الصورة ”٠ء‏ ويرمز لها بالرمز 
()0/068. با مغل » نعرّف درجة الدخول (766ع46-م1) للرأس « على أنها عدد 
الأضلاع الموجهة في 2 التي من الصورة ««» ويرمز لما بالرمز (0068)00:. لاحظ أن 


جمع درجات الخروج لجميع رؤوس 2 يساوي مجموع درجات الدخول لجميعهاء لأن 
كل ضلع موجه في 2 يساهم بمقدار 1 بالضبط في كل جمع. نسمي هذه النتيجة تمهيدية 
المصافحة الموجهة (handshaking dilemma)‏ ! 

ولعل من المفيد أن نستعرض الآن 8 من التعاريف. نعرف يدوا (source)‏ 
للرسم الموجه 2 على أنه رأس درجة دخوله هي 0. كما نعرّف حوضا (عاهذة) ل م 
غلى أنه راس درجة خروجه هي 0. وعليه؛ ففي الشكل رقم(۷.۱۲)» فإن « مصدر و 
٠‏ حوض. لاحظ أن أي رسم موجه أويلري حاو على الأقل ضلعا موجهاً واحداً لا 
يحوي أية مصادر أو أحواض. بإمكاننا الآن أن نذكر نص المبرهنة الأساسية للرسومات 
الموجهة الأويلرية. 

مبرهنة رقم (۷,۲). يكون الرسم الموجه المترابط 2 أويلرياً إذا وفقط إذا كان لكل 
راس « فى 2 فإن (م)ععلم-(م)عء0/:ده. 

البرهان. البرهان مشابه لإثبات مبرهنة رقم (7,5) على الإطلاق»: ونتركه كتمرين. 

سنترك لك تعريف الرسم الموجه النصف أويلري «semi-Eulerian digraph‏ 
وإثبات النتائج المناظرة لنتيجتى رقما (7,5) و (7,9). 

كما هو متوقع ؛ فإن الدراسة المناظرة للرسومات الموجهة الباملتونية لا تحظى 
بالنجاح التي حظيت به الرسومات الموجهة الأويلرية. نقول عن رسم موجه 2 إنه 
هاملتوني (Hamiltonian)‏ إذا كان هناك دورة نحوى كل راس ٤‏ 2 أما الرسم الموجه 
غير الباملتوني الذي يحوي مسارا يمر بكل رأس فيسمى نصف هاملتوني (-نصهء 
هنس10 سرع ]]). لا يعرف سوى القليل عن الرسومات الموجهة الهاملتونية» كما أنه لا 
يمكن التعميم بسهولة للعديد من المبرهنات الخاصة بالرسومات الباملتونية» إذا لم تكن 
كلهاء لكي تشمل الرسومات الموجهة. 


الرسومات الموجهة Digraphs‏ 1595 


من البدهى أن نسأل عما إذا كان هناك تعميم لمبرهنة ديراك (نتيجة رقم )".٠١‏ 
ليشمل الرسومات الموجهة. يعزى أحد تلك التعاميم إلى غويلا- حورى Ghouila-‏ 
أنهداه]1 ؛ وإثباته يعتبر أصعب من برهان مبرهنة ديراك» ويمكن الحصول عليه في بوندي 
و مرتي [7]. 
مبرهنة رقم (۷.۳). لیکن 2 رسماً موجها مترابطا بقوة عدد رؤوسه ”. 

إذا كان ۸/2 goutdeg(v)>‏ 1/2 <(۷)عinde‏ لكل رأس «› فان 2 هاملتوني. 

بيد وآت مثل هذه الننائج لا تننج بسهولة : ولڈا ستركز» بدلا من فلاف على 
مسألة أي أنواع الرسومات الموجهة تكون هاملتونية. وبهذا المعنى » تظهر أهمية 
البغيات بالتسديد» بحيث تالخد الان ق هلم الحالة صورة بسيظة جدا 

نقول عن رسم موجه إنه تصفية (]112312162ا40) إذا كان أى واس مرتبطين 
بضلع موجه واحد بالضبط ( انظر الشكل رقم .)۷.١١‏ يمكن استخدام مثل ذلك 
الرسم الموجه لتسجيل نتيجة تصفيات مسابقة كرة المضرب» أو أي لعبة أخرى لا 
يسمح فيها بنتيجة التعادل. في الشكل رقم (1.17) مثلاء فريق 2 يهزم فريق + ولكنه 


مهزوم من فريق ؛ وهكذا. 





الشكل رقم ),١7(‏ تصفية . 


ولأنه قد تحوي التصفيات مصادر وأحواض » فإنها ليست هاملتونية بشكل 
عام. ومح ذلك فان المبرهنة التالية ع والمعزوة إلى ريداي وَكْيمَيوان 2 & L. Rédel‏ 


. nearly Hamiltonian توضح ان كل تصفية تكون هاملتو بيه تهر د يبا‎ « Camion 


مبرهنة رقم (.)۷,٤(‏ أ ) كل تصفية غير هاملتونية تكون نصف هاملتونية ؛ 

(ب) كل تصفية مترابطة بقوة تكون هاملتونية. 
البرعان:( ) إذا كان غدد رووس النصفية أقل من أريعة فالعبارة صحيحة وواضحة 
سنبرهن النتيجة باستخدام الاستقراء على عدد الرؤوس»؛ ولنفرض أن كل تصفية غير 
هاملتونية عدد رؤوسها ” تكون نصف هاملتونية. 

لتكن 7 نصعية غير هاملتونية عدد رؤوسها 7+1: ولتكن 7 التصفية التى عدد 
رؤوسها ” والتي نحصل عليها من 7 بعد إزالة رأس « والأضلاع الموجهة المرتبطة به. 
من فرضية الاستقراء» فإن 7 تحوي مسارا نصف هاملتوني ,لا ج ... ج راج إنا. 
عقر الان ثلاث سالات : 

1511 كات وه ا ارياق 7 فان الل سال الظلوب هبو 
,۷ج ...ج رب جد بز جر[ 

۲- إذا لم يكن ياد بط لها مو جیا في 7: ما يعني أن دارا ضلع موجه في7. إذا 
وجد: بحيث إن يكون ضلعا موجها في 7» فإنه باختيار: لتكون أول عدد يحقق 
نلك فإ المسر المالوب هو (انظفر الشكل رقم )7.١5‏ 
,۷ ...ج ,رج رچ رچ .ج ربو جد رر 

؟- إذا لم يوجد ضلع موجه في 7 من الصورة »٠‏ فإن المسار المطلوب هو 


زوج ۷ چ چ رر ج ر 
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الشكل رقم )/,١5(‏ دورة ثلاثية . الشكل رقم )۷,٠٤(‏ مسار نصف هاملتون . 


إلى كبتك الشجا الأقوى والتي تنص على أن التصفية المترابطة بقوة7 والتي 
عدد رؤوسها” نحوى دورات بطول 3 4غ ne‏ . لإثبات أن7 تحوى دورة بطول 2:3 
لنفرض أن « أي رأس في 7. ولتكن # مجموعة جميع الرؤوس « بحيث إن «« ضلع 
موجه في 7» وأن 2 جموعة جميع الرؤوس ‏ بحيث إن 2 ضلع موجه في 7. بما أن 7 
مقرارطة فو وبآ کون کا م۴ وج قير ال وکال هب أن يكوة اا 
ضلع موجه في ۳ على الصورة ۷ حيث '« في و" في 2 (انظر الشكل رقم 
06 إذن الدورة المطلوبة والتي طولها 3 هي ۷ج7 ج سجر 

ييبقى فقط أن نثبت أنه إذا كان هناك دورة بطول #» حيث 7 > ۸ء فإن هناك 
مويه يطول ف لعن چچ دع چ ف لولس اقوس أرلة أن عمال 
زأسا ٠‏ غير حتوى في هذه الدورة بحيث إنه يوجد أضلاع موجهة في 7 من الصورة نان 
ومن الصورة س إذن يجب أن يكون هناك رأسن ا يث إن كلا من ا و هما 
ضلعان موجهان في 7. إذن الدورة المطلوبة تكون (انظر الشكل رقم )۷.١١‏ 


۷رچ ار ج ...جا رج رچ رچ... ج ونوج ر 


ع 


ظ 8 | وم آ : . 
نحو الي | oL‏ , 





Vy ٠ 


الشكل رقم (۷,1۷) دورة بطول 2+1 . الشكل رقم )۷,١١(‏ دورة بطول ۸+1 . 


أما إذا لم يوجد رأس بتلك الخاصية المذكورة أعلاه» فإنه بالإمكان تقسيم 
مجموعة الرؤوس الغير محتواة في الدورة إلى جموعتين منة 
هي مجموعة الرؤوس « حيث إن «« يكون ضلعا موجها لكل ¡» و2 هي مجموعة 
الرؤوس 2 بحيث إن ::2 يكون ضلعا موجهاً لكل :. وبما أن 7 مترابطة بقوة» فيجب أن 
أكون كز مون 1و غير خا وكذلك يجب أن يكون هناك ضلع موجه في 7 على 
الصورة '« حيث '” في 17 و '2 في 2. إذن تكون الدورة المطلوبة (انظر الشكل رقم 


۷ ) ۷ ج ,ندج ... جه رر جاجح جاتير ج ند / / 





تمارين رقم (۲۳) 


)۲۳,١(‏ تحقق من صحة تمهيدية المصافحة الموجهة للتصفيتين في الشكلين رقمى 
(VIA) g1)‏ 
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الشكل رقم )۷,١۸(‏ . 


(۲۳,۲) في التصفية في الشكل رقم :)17,١18(‏ أوجد 
09 )وات لوال قن او قم 
(ب) طريقا أويلريا ؛ 
(ج) دورة هاملتونية. 
(۲۳.۳) أثبت أنه لا يمكن لتصفية أن تحوى أكثر من مصدر واحد أو أكثر من حوض 
داعف 
)۲۳.٤(‏ لتكن 7 تصفية عدد رؤوسها ”. إذا كان ر2 يرمز للجمع على رؤوس 7» 
فأثبت أن 
indeg(v) (Î)‏ > = (م)وعل نبده > ؛ 
(ب) out deg(v) = Jin deg(v)‏ > 


(17.5) ليكن 7 الرسم الموجه الذي رؤوسه هي أزواج الأعداد الصحيحة 
KRE‏ ب i Bi TSS‏ 


وأضلاعه ager‏ ادا ایریا ٤‏ 
7 واستخدمه للحصول على ترتيبة دائرية circular arrangement‏ مكونة من 


e‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


تسعة واحدات وتسعة اثنينات وتسع ثلاثات بحيث يظهر أي من الثلاثيات ال 27 
الممكلة مرة واحلة فة فقط. (تظهر المسائل التي من هذا النوع في نظرية 
الاتفبالانت.) 

0 ننقول عن تصفية 7 إنها غير قابلة للاختزال (عاطءسلءمم1) إذا لم يكن بالإمكان 
تجزئة مجموعة رؤوس 7 إلى مجموعتين منفصلتين 7 و 72 بحيث إن كل ضلع 
موجه يربط رأسا في ” ورأسا ف يكون موجها من 7١‏ إلى 72. 

(أ) أعط مثالا لتصفية غير قابلة للاختزال. 
(ب) أثبت أن التصفية تكون غير قابلة للاختزال إذا وإذا فقط كانت مترابطة 
بقوة. 

(۲۳.۷) نقول عن تصفية 7 إنها متعدية (36)أوهقم)) إذا كان وجود ضلعين موجهين ١‏ 

و ۷۷ يفتضي و جود الضلع الموجه 10. 

(1) أعظ مالا على تة معدي 

(ب) أثبت أنه في تصفية متعدية يمكن ترتيب الفرق بحيث إن كل فريق يهزم 

(ج) استنتج أن التصفية المتعدية والتي تحوي على الأقل رأسين لا يمكن أن 
تكون مترابطة بقوة. 

00 نسمي درجة الخروج لرأس فى تصفية بحصيلة (560:6) ذلك الرأس » ومتتالية 
الحخصيلة (»معناعوء5 ع:9»08) لتصفية هي المتتالية المكونة بترتيب حصيلات 
رؤوسها ترتيبا غير متناقص ؛ فمثلاء متتالية الحصيلة للتصفية في الشكل رقه 
الى 02227 أثیت ا اذا کاٹ (يركه...,51) هي متتالية ا|الحصيلة لتصفية 


7 فان 


الرسومات الو جهة Digraphs‏ »+ 


¢ s+... +sq=p(n-1)/2 ( )ا‎ 

ليها لک علد صحيح موجب ۸<۸ فإن 2- )ع > cS FF... S|‏ 
وتكون متراجحة فعلية لكل + إذا وفقط إذا كانت 7 مترابطة بقوة. 

(ج) تكون 7 متعدية إذا وفقط إذا كان 1-/حم: لكل ۾. 


سلاسل مار كوف Markov chains‏ 

كما رأينا مسبقاء تظهر الرسومات الموجهة فى أشكال مختلقة من الحالات 
التطييقية. سنضف فى هذا البند تطبيقا بسيطا للرسومات الموجهة ومتغلقا بدراسة 
سلاسل ماركوف المنتهية. وسنناقش تطبيقا آخر !- دراسة الانسيابات في الشبكات- في 
الفصل القادم. ولرؤية تطبيقات أخرى ؛ ارجع إلى ديو [13] 260 أو ويلسون وباينيكي 
ri‏ 

لقد ظهرت دراسة سلاسل ماركوف في عدة من امجالات المختلفة» تتنوع من 
علم الوراثة والإحصاء إلى الحاسب وعلم الاجتماع. ولتسهيل عرض ذلك» سنعتبر 
مسألة واضححة للغايةء وهي ا الجائع الواقف مباشرة بين المطعمين اللدين 
يفضلهماء والمسميين سلسلة ماركوف و المصدر والحوض (انظر الشكل رقم 
.¥( 





الشكل رقم )/,١9(‏ مسألة الشخص الجائع . 


2 مقدمة في نظرية الرسومات 
وكل دقيقة» إما أن يتقدم عشرة أمتار باتجاه المطعم الأول (باحتمال )أو 
باتجاه المطعم الثاني (باحتمال ( أو أنه يبقى فى مكانه (باحتمال 1 اسمن مدل اا 


الإجراء مرا عشوائيا (عللة؟ nd0mها)‏ ذا بعد واحد. وبافتراض أن المطعمين مغريان 
للعابة تیآ[ وسا اتاعنيسا قت وهی ساق وبقر شن سرف السافةبية 
المطعمين وموقعه الابتدائي » فيمكن أن نسأل عن أي مطعم ‏ من الحتمل أن يصله أولاء 
وكم يحتاح من الوقت امحتمل ليصل هناك. 

دعنا نفترض أن المطعمين يبعدان عن بعضهما 50 متراء وأن صديقنا يبعد ابتداء 

ار 20 مترا من المصدر والحوض". إذا رمزنا إلى الأماكن التي يمكن أن يقف بها 
بالرموز ۴,...,56» حيث 5 و ٤6‏ هما المطعمان» فإنه يمكن وصف موقعه الابتدائي E,‏ 
بالمتجه (0,0,0,1,0,0)=× والذي تكون مركبته في الموقع : هي احتمال أن يكون ابتداءً عند 
:#. علاوة على ذلك > فإن احتمالات موقعه بعد دقيقة تعطى بالمتجه (0, 2 


و0,0) ع واتخل دقفن 1 ۳ 13 !ا القند 0 :فر قيقب القيام بحساب احتمال وجوده 


في مكان ما بعد 4 دقيقة. من أجل انجاز ذلك» لعل من المريح أن نعرف مصفوفة 
الانتقال. 

لیکن رم هو احتمال أن يتحرك من :8 إلى ;غ ٤‏ دفيقة واحدة ؛ فمثلا ؛ pn"‏ 
و20تبوم. نسمي هذه الاحتمالات رم احتمالات الانتقال (transition probabilities)‏ 


ودسمي المصعوفة من الدرجة 6 ×6 (رم)-7 عمصفوفة الانتقال (transition matrix)‏ 
(انظر الشكل رقم 9 ,¥( 


الرسومات الموجهة Digraphs‏ ¥ 


ز) ‏ مهت 
22 هاا 
© © 
O 2‏ © ههيب سيج | نب 


مہ ي ي0 تك 
سښش بسچ وہ 0 





الشكل رقم )۷,٠١(‏ مصفوفة الانتقال . 


لاحظ أن كل عرق ۴ کو دد غير سالب وأن مجموع العناصر في كل صف 
هو 1. إذا كان × هو المتجه الصفي الابتدائي والمعرف أعلاه» فإن احتمالات موقع ذلك 
الجائع بعد دقيقة واحدة معطاة بالمتجه الصفي 2 وبعد ۸ دقيقة بالمتجه “۲×. عات أن 
المركبة في الموقع 1 للمتجه “۳× تمثل احتمال أن يكون عند ,5 بعد 4 دقيقة. 

وبشكل عام» نعرف متجه الاحتمال (:ه6؟ نواناطههممم) على أنه المتجه 
الصفي الذي تكون جميع عناصره غير سالبة ومجموعها 1 » ونعرف مصفوفة الانتقال 
mari)‏ ددن نومة»)) على أنها مصفوفة مربعة وكل من صفوفها يكون متجه احتمال. 
ومن ثم نعرف سلسلة ماركوف المنتهية (سصنهط )Markov‏ (أو ببساطة سلسلة (chain‏ 
على أنها تتألف من مصفوفة انتقال 8 من الدرجة 77 ومتجه صفى × من الدرجة 
×1. نسمي المواقع ,ع حالات (568©5) السلسلة ؛ وهدفنا هو وصف طرق تصنيف 
تلك الحالات. 

إا مهموق ساسا تمعرقة ما إذا كان قىرا الاتقال من الة معطا إلى بعالة 
أخرى. وإذا كان كذلك» كم من الوقت يلزم لعمل ذلك. على سبيل الالء في المسألة 
أعلاه» يمكن للجائع أن ينتقل من ,5 إلى :2 في ثلاث دقائق ومن ,2 إلى 5 في دقيقتين ؛ 


rek‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


ولكنه لا يستطيع الانتقال من £ إلى و ؛ لأن المطعم ,5 مغري . وعليه ؛ فإننا لا نهتم 
اساسا بالاحتمالات الفعلية رم» بل نهتم بتلك الاحتمالات عندما لا تكون فیا 
وللخروج بقرار في هذه المسألة ؛ فإننا نمثل الوضع برسم موجه رؤوسه تناظر الحالات»› 
وأضلاعه الموجهة تخبرنا عما إذا كان بالإمكان الانتقال من حالة إلى أخرى في دقيقة 
واحدة. وعليه» إذا ملت كل حالة ;£ برأس ,ناء فنحصل على الرسم الموجه المطلوب 
ودلك برسم ضلع موجه من « إلى ا إذا وفقط إذا كان ۶0 رم . أو بإمكاننا تعريف 
۴ ب 1. نسمي هذا الرسم الموجه بالرسم الموجه المرافق (طمةع01 )associated‏ لسلسلة 
ماركوف. يوضح الشكل رقم )۷,۲١(‏ الرسم الموجه المرافق للسلسلة في المسألة أعلاه. 





الشكل رقم )۷,۲١(‏ الرسم الموجه المرافق للسلسلة السابقة . 


وكمثال آخرء إذا أعطينا سلسلة ماركوف ذات مصفوفة الانتقال المعطاة في 
الشكل رقم (۷.۲۲)» فإن مصفوفة التجاور المرافقة والرسم الموجه المرافق هما 
الموضحان في الشكل رقم (۷,۲۳). 





4A 5 ١‏ وم دان 

o #--—‏ 5 ظ : كو عن د + م 
١‏ ك / 1 0 0 ١ 1 0 1 | 0 1 f‏ 

0 1 0 0 0 أه‎ 0 1 Û0 Û 0 Û 7 wS ا‎ 

+ + O 4 0 | 1 1 0 1 Û 1 ن‎ EE ا جه‎ 5 5 
0 0 0 0 16| 080 0 0 1١ 0| ١ / 

و3 له |1 60 2 6 6 0 ( ظ 1 O0 O‏ 0 0 0 
ويه زه 0 1 0 0 O‏ زه 0 1 0 0 (O‏ 


Ve 


الشكل رقم (۷,۲۳) مصفوفة التجاور المرافقة والرسم الموجه المرافق . الشكل رقم (۷,۲۲) مصفوفة انتقال . 


الرسومات الموجهة Digraphs‏ ۲۹ 
لاحظ أنه يمكننا الانتقال من حالة : إلى حالة ب فى سلسلة ماركوف إذا وفقط 
إذا كان هناك مسار من إلى :ا في الرسم الموجه المرافقء وأقل وقت ممكن لعمل ذلك 
هو طول أقصر مسار من هذا النوع. نسمي سلسلة ماركوف والتي يمكننا فيها الانتقال 
من أى حالة إلى أي حالة اک بسلسلة غير قابلة للاختزال (ستهط eاirreducib).‏ من 
الواضح أن سلسلة ماركوف تكون غير قابلة للاختزال إذا وفقط إذا كان الرسم الموجه 
الاق لبا ععرابطا رة الاسظ آن س ماركوف فى کل من التاليق آعلاء ليست غير 
قابلة للاختزال» فمثلا في السلسلة التي في المثال الثاني ليس هناك مسار من «« إلى أي 
اا 
وببحثي أعمق لبذا الموضوع » فإننا نميز بين تلك الحالات التي نظل نرجع إليها 
بغض النظر عن كم نستغرق في مواصلة ذلك» وبين تلك الحالات التي نزورها مرات 
قليلة ثم لا نرجع إليها أبدا. ولذا نقول إنه» إذا ابتدأنا عند : وكان احتمال العودة إلى 
,ع في مرحلة قادمة هو 1» فنقول إن ر حالة مواصلة ()سعاوزومهم) ؛ وإلا نقول إن ,غ 
حالة عابرة 00»نوسهء)). فمثلا في مسألة الشخص الجائع» ,5 و56 هما حالتان 
مواصلتان وبقية الحالات هي حالات عابرة. وف الأمثلة المعقدة» ربا كان حساب 
الاحتمالات المتعلقة مخادعا: وغالبا ما يكون من الأسهل أن تصنف الحالات وذلك 
بتحليل الرسم الموجه المرافق للسلسلة. من السهل أن نرى أن حالة : هي حالة مواصلة 
إذا وفقط إذا كان وجود مسار من «١‏ إلى « في الرسم الموجه المرافق يقتضي وجود مسار 
من ب إلى «. في الشكل رقم (۷,۲۳) هناك مسار من «١‏ إلى هنا ولكن ليس هناك مسار 
من و« إلى «. وبالتالي فإن ,5 عابرة» وكذلك :ظء بينما وظء وثظء ء۴» 5 هي حالات 
مواصلة. نسمى الحالة» مثل د» والتي لا يمكننا الانتقال من عندها إلى أي حالة أخرى 


بحالة مغرية (عستط«دهوطة). 


Y\‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


وهناك طريقة أخرى لتصنيف الحالات وذلك بدلالة دوريتها. نقول عن حالة ,5 
في سلسلة ماركوف إنها دورية ذات فترة ¦ (1 + /) )£ )periodic of period‏ إذا كان 
بالإمكان العودة إلى : فقط بعد فترة من الزمن طولها يكون من مضاعفات /؛ وإذا لم 
يوجد مثل تلك ال ۲ فنقول إن : غير دورية (3001:عمه). لاحظ أن كل حالة : والتى 
من الجلها 0 + تكون خبرغورية؟ لمقلا حل سالة مخرية نون خير حوري ةف 
مسألة الشخص الجائع » ليس فقط الحالات المغرية ,5 و26 التي تكون حالات غير 
دورية- فى الحقيقة ؛ كل حالة هي حالة غير دورية. أما في المثال الثاني فالحالة المغرية 
د هى الحالة الوحيدة الغير دورية» لأن ,۴ و و5 دوريتان بفترة 2 و يظلاء :1ء E»‏ 
دوريات بهترة 3. وبمصطلح الرسومات الموجهة ؛ فإن الحالة ب تكون دورية بفترة ۲ إذا 
وفقط إذا كان؛ في الرسم الموجه المرافق» طول كل طريق مغلق يحوي » مضاعفا ل . 
العيراء قرول عن سالد إنها مسراتة 5ا إذا کات موا له وخ دورية: وة 
كانت كل حالة هي مسرانية فنسمى السلسلة سلسلة مسرانية (ستوطك عندمع»»). وفي 
العديد من الجوانب» فإن السلاسل المسرائية تعد أهم السلاسل وأكثرها طلباً 
واستخداما. يعطي تمرين رقم )۲٤.۲(‏ مثالا على مثل هذه السلسلة. 


تمارين رقم )۲٤(‏ 


)۲٤.1(‏ (1) افترض آنه» في مسألة الشخص الجائع ؛ أن المطعم الأيمن يطرده حالم 
يصل هناك. اكتب مصفوفة الانتقال الناتجة والرسم الموجه المرافق لاء 
وأعد تصنيف الحالات. 


(ب) كيف تتغير إجابتك للفقرة ( أ) إذا كان كل من المطعمين يطرده؟ 


الرسومات الو جه EE Digraphs‏ 


(04,5)© لعب لعية عا بانعشنام. الترده ويليها خمسة أشخاص حرل عاد 
مستديرة. إذا رمى اللاعب النرد وظهر عدد فردي فإنه يعطي النرد للاعب 
الذي عن يساره ؛ وإذا ظهر 2 أو 4 فإنه يعطي النرد للاعب الذى عن يينه ؛ 
وإذا ظهر 6 فإنه يحتفظ بالنرد ويرمي مرة أخرى. 
( أ ) اكتب مصفوفة الانتقال المناظرة والرسم الموجه المرافق لها. 
(ب) أثبت أن كل حالة تكون مواصلة وغير دورية» واستنتج أن سلسلة 
ماركوف المناظرة هي سلسلة مسرانية. 
١ ( )۲۳(‏ ) إذا كانت 7 و © مصفوفتي انتقال» فأثبت أن 0< هي مصفوفة انتقال 
اض 
(ب) ما هي العلاقة بين الرسمين الموجهين المرافقين للمصفوفتين ۲ و © وبين 
الرسم الموجه المرافق للمصفوفة ©م؟ 


15413 آقيت أن أي سلسلة مار قرف سی يكوة فيها على الآقل سدالة مرا اة 


واحدلة. 
(ب) إذا كانت سلسلة ماركوف المنتهية غير قابلة للاختزال» استنتج أن كل 
حالة تون اة 


(ج) وضح كيف يمكن تعريف سلاسل ماركوف الغير منتهية ؛ زاق و اة 
حيث تكون كل حالة فيها حالة عابرة. 


2 ساد و س ...زرو ين اي لخت لامر 
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التزاوج. مبرهنة الزوآج» ومبرهنة منقر 


Matching, marriage and Menger's theorem 


Lewıs Carroll 


إن النتائج التي في هذا الفصل تنحى منحى تركيبيً أكثر من تلك التي في الفصول 
السابقة» هالرغم من آنا سترى أنها قريية بجذا لنظرنة الرسوماث. سيدا ينقاش عبرهنة 
الزواج لبول فى عدة سياقات مختلفة» بما فى ذلك تطبيقاتها في إنشاء المربعات اللاتينية 
والمسائل المتعلقة بمجدولة الوقت. نقدم في البند 78 مبرهنة لمنقر عن عدد المسارات 
المنتفصلة التي تربط زوجا من الرؤوس في رسم أو في رسم موجه. وفي البند ۲۹ نعطي 
صيغة أخرى لبرهنة منقرء وتعرف باسم مبرهنة الانسياب الأعظم والقطع الأصغرء 
والتى على أهمية أساسية فيما يتعلق بمسائل الانسياب في الشبكات. 


م مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة "الرو 1 لهو ل Hall's "marriage" theorem‏ 
إن مبرهنة الزواج ؛ والتی أثبتها فيليب هول 11811 مذائط5 في عام ۱۹۳۵ء تجيب 
على التساؤل التالى ؛ والمعروف باسم مسألة الزواج )marriage problem)‏ : إذا كان 
هناك مجموعة منتهية من الفتيات» وكل منهن تفضل بعضا من الفتيان عن البعض 
الآخرء فتحت أية شروط يمكن لجميع الفتيات أن يتزوجن من الفتيان بحيث تتزوج كل 
فتاة فت تفضله؟ فمثلاء إذا كان هناك أربع فتيات (0ه,ده,دك.,:م) وخمسة فتيان 
(:5,وطرزظروة,ر6) » والتفضيل يتضح من الشكل رقم »)۸.١(‏ عندئنر» أحد الحلول 


© 2 





و2 © 
الشكل رقم (۸,۲) الرسم المناظر . الشكل رقم )۸,١(‏ جدول التفضيل . 


يمكن تمثيل هذه المسألة باستخدام الرسم وذلك باعتبار © هو الرسم ثنائي 
التجزئة والذي تقسم مجموعة رؤوسه إلى مجموعتين منفصلتين ,7 و :7 » ومناظرتين إلى 
الفتيات والفتيان» وكل ضلع يربط فتاة بفتى تفضله. يوضح الشكل رقم (۸.۲) الرسم 
6 المناظر للحالة التي في الشكل رقم .)۸.١(‏ 

نعرف التزاوج التام (عسنطء)ههدعاءامصدمء) من ۷١‏ إلى د۷ في رسم ثنائى التجزئة 
(6)7,7 على أنه تقابل أحادى بين رؤوس 7 ومجموعة جزئية من رؤوس :7+ بحيث 
إن الرؤوس المتقابلة تكون مرتبطة ببعضها. وبالتالي يمكن صياغة مسألة الزواج بتعبير 


E Matching, marriage and Menger's theorem التزاوج > مبرهنة الزواج ؛ ومبرهنة مثمّر‎ 


يتناسب مع نظرية الرسومات كما يلي : إذا كان (:6)7,,7 رسما ثنائي التجزئة» فمتى 
يوجد تزاوج تام من ۲ إلى 72 في 6 ؟ 

وبالعودة إلى "المصطلح التزويجي » نلاحظ أنه» لحل مسألة الزواج» فإن كل ۾ 
فتاة يحب أن تفضل بالجملة على الأقل » فتى » لجميع الأعداد الصحيحة ‏ التي تحقق 
1 حيث يرمز 7 لعدد الفتيات الكلي. نسمي هذا الشرط بشرط الزواج 
condition)‏ ععدفممدم). إنه شرط لازم لأنه لو لم يكن صحيحا لمجموعة ما مكونة من 
۸ فتاة» فلا يمكننا تزويج الفتيات في تلك المجموعة : فضلا عن الأخريات. 

ومن المدهش» أن شرط الزواج هو أيضا شرط كافي. وهذا هو محتوى مبرهنة 
الزواج لبول. وبسبب أهميته» فسنعطي ثلاثة براهين؛ أولها يعزى إلى هالموس 
وفوغان .P Halmos & 11. E. Vaughan‏ 
مبرهنة رقم )۸.١(‏ (13811,1935). من الشروط اللازمة والكافية لحل مسألة الزواج 
هو أن كل مجموعة مكونة من + فتاة تفضل بالجملة على الأقل ۾ فتى» وذلك من 
أجل ۳> 1>۸. 
ملاحظة. بالرغم من أن هذه المبرهنة صيغت بطريقة هزلية عن مسألة الزواج» إلا أنها 
تنطبق على مسائل أكثر جدية. فمثلاء كونها تعطي شرطأ لازماً وكافياً لحل مسألة 
التعيينات والتي تقتضي بأن يعين المتقدمين لشغل وظائف هم مؤهلون للقيام بها. 
يتناول تمرين رقم )٠٠,۲(‏ مثالا على مثل هذه المسألة. 
البرهان. كما لاحظنا أعلاه» الشرط لازم. لإثبات أنه كافي نستخدم الاستقراء على :7: 
ولنفرض أن المبرهنة صحيحة إذا كان عدد الفتيات أقل من «”. لاحظ أن المبرهنة 
صحيحة عندما 71-1. 


افرض الآن أن هناك :” فتاة. سنعتبر حالتين. 


( أ ) إذا كان كل + فتاة (حيث ۸<”) تفضل بالجملة على الأقل 1+ فتى ؛ 
وبالتالي فإن الشرط دائما صحيح مع "وجود فتى واحد كاحتياط"» فإننا 
تخد أي فتاة ونزوجها لأي فتى تفضله. ويبقى الشرط الأساسي سينا 
للفتيات ال 77-1 الأخريات واللاتي يمكن تزويجهن باستخدام الاستقراء ؛ 
وهذا يكمل البرهان في هذه ا حالة. / / 

(ب) إذا كان هناك مجموعة مكونة من فتاة ( م<”) يفضلن بالحملة بالضبط / 
فتى» فإنه يمكن تزويج هؤلاء الفتيات لل ۸ فتى باستخدام الاستقراء. ويبقى 
تزويج 0-4 فتاة. ولكن أي مجموعة مكونة من ۸ من هذه ال ۸-” فتاة» من 
أجل /-7 > م2 يجب أن يفضلن بالجملة على الأقل ۸ من الفتيان 
المتبقين» لأنه لو لم يكن كذلك فإن هؤلاء ال فتاةء بالإضافة إلى المجموعة 
أعلاه المكونة من + فتاة» سيصبحن مفضلين بالجملة لأقل من ۸+۸ فتى › 
وهذا يناقض فرضنا. ومنه نستنتح أن الشرط الأساسي ينطبق على ال 6- 
فتاة. وبالتالى فإنه يمكن تزويجهن باستخدام الاستقراء بحيث تكون كل فتاةٍ 
سعيدة » وبذا يكمل البرهان. 

نستطيع أيضا أن نصيغ مبرهنة هول بلغة التزاوجات التامة في رسم ثنائي 
الجر تذكر آنا نره لعدد عاضر الموعة 3 ارهن |5 


من ۲ لحن (A)‏ هي مجموعة الرؤوس في 17 الجاورة تراس واحد على الأقل 2 
4. عندئدٍ ؛ يوجد تزاوج تام من ”7 إلى 75 إذا وفقط إذا كان | (4)م |>| 4 | لكل 


"© ١ Matching, marriage and Menger's 160156111 ai التزاوج ؛ مبرهئة الزواج 5 ومبرهنة‎ 


البرهان. برهان هذه النتيجة هو ترجمة للبرهان أعلاه باستخدام مصطلحات 


تمارين رقم (ه؟) 


(1,) > افرض أن هناك ثلاثة فتيان »» 25 » يفضلون أربع فتيات »w‏ +ء برء 2 كما 
في الشكل رقم (۸,۳). 





- = 5 - کک سو ل تال سو ےی د ا e‏ جاه "ir‏ يصو يسمت a ragga‏ + سس هسه سو ب د a a‏ دس 


الشبكل رقم 1 ). 





( أ ) ارسم الرسم ثنائي التجزئة المناظر لجدول التفضيل المذكور. 
(ب) أوجد خمسة حلول مختلفة لمسألة الزواج المناظرة. 
(ج) تأكد من صحة شرط الزواج في هذه المسألة. 

00 يقوم صاحب مؤسسة مقاولات بالإعلان عن حاجته لبناء ونجار وسباك 
وكهربائي. وتقدم خمسة أشخاص- واحد للبناء وواحد للنجارة وواحد 
للبثله والساقة واثنات تاساك وان بء 
( أ ) ارسم الرسم ثنائي التجزئة المناظر. 

(ب) تأكد من تحقق شرط الزواج في هذه المسألة. 
هل يمكن التعيين في جميع هذه الأعمال بأشخاص مؤهلين؟ 


(۲.۳) وضح لاذا لا يحوي الرسم في الشكل رقم )۸.٤(‏ تزاوجا تاما من ,7 إلى 7. 
متى يفشل شرط الزواج ؟ 


7 7 


®` 
الشكل رقم 5 (A,‏ 


)0,6( ("مسألة النساء (“harem problem‏ لتكن 8 مجموعة من الفتيان» ولنفرض أن 
كل فتى في 8 يرغب في الزواج بأكثر من فتاة من الفتيات اللاتي يفضلهن. أوجد 
شرطا لازما وكافيا لكي يكون هناك حل لمسألة النساء. (تلميح : بدّل كل فتى 
بعدة نسخ متطابقة من نفسه» ثم استخدم مبرهنة هول.) 

)١0.5(‏ أثبت أنه إذا كان (,6)7,.7-© رسما ثنائى التجزئة بحيث لا تقل درجة كل 
رأس ف ,”7 عن درجة كل رأس ف 7› فان € يحوي تزاوجا تاما. 

8 أ ( استخدم شرط الزواج اتات 2 إدا كانت کل فتاة تقضل ص‎ ) (oD 

(1< ”) وكل فتى يفضل ١‏ فتاة» فإن هناك حل لمسألة الزواج. 
(ب) استخدم النتيجة في الفقرة ( أ ) لإثبات أنه إذا كان © رسما ثنائي التجزئة 
ومنتظما من درجة ”: فإن © يحوي تزاوجا تاما. استنتج أن الدليل اللوني 


للرسم © هو ”. (هذه حالة خاصة من مبرهنة رقم 1ك .ده 


التراوج ؛) مبرظنة الزواج ؛ ومبرهئة منمر Matching, marriage and Menger's theorem‏ ۲1۹ 


/ بفرض أن شرط الزواج متحقق» وأن كلا من ال # فتاة تفضل على الأقل‎ )۲٠۷( 
فتى. أثبت» باستخدام الاستقراء على :27# أنه يمكن ترتيب الزواجات بعدد‎ 
من الطرق يساوي على الأقل !؛ إذا كان < 7# ؛ وبعدد من الطرق يساوى‎ 
على الأقل !())/!؛ إذا كان />م,.‎ 


نظرية العروض Transversal theory‏ 
هذا البند خصص لبرهان آخر لبرهنة هول حيث سيعطى بلغة نظرية العروض ؛ 
وسنترك ترجمة هذا البرهان إلى لغة التزاوج أو لغة الزواج كتمرين. 
تذكر أنه من مثالنا في البند السابق (انظر الشكل رقم )8,١‏ أن مجموعات الفتيان 
المفضلين من قبل الأر بع فتبات كانت 55647 ly bb bbb} cb‏ 
حصلنا على حل لمسألة الزواج بإيجاد أربعة فتيان مختلفين» واحد من كل مجموعة من 
هذه المجموعات (انظر الشكل رقم 86.6). 








الشكل رقم (8,5) حل لمسألة زواج " 


بشكل عام» إذا كانت 8 مجموعة منتهية غير خالية» وإذا كانت (مك,....,ى)-7 
عائلة من مجموعات جزئية غير خالية من £ (ليست بالضرورة مختلفة)» فإننا نسمى أي 


1 مقدمة في نظرية الرسومات 


مجموعة مكونة من ” من العناصر المختلفة من 8 بحيث يختار واحد من كل مجموعة 
5 نسمي ذلك عر ۳ .F J (transversal)‏ 
افرض الآن أن (1,2,3,4,5,6)=£» وليكن ,(2,3)-,5درى ,(1,2/-,ىت,5 
(1,4,5,6)-وىء فإنه من غير الممكن أن تجد خمسة عناصر مختلفة من 8 بحيث يكون 
واحد من كل مجموعة :5؛ بمعنى أخرء ليس للعائلة (:5,.....ى)-'7 عرض. ومع ذلك؛ 
فإن للعائلة الجزئية (وكرركرركى,72)5 عرضا- على سبيل المثال» (1,2,3,4). نسمي 
العرض الخاص بعائلة جزئية من ۴ عرفا جزئيا transversal)‏ اpartia)‏ ل 7. في هذا 
المثال» للعائلة ۶ عدة عروض جزئية» مثل (1,2,3,6) ,(2,3,6) ,(1,5) ,م . لاحظ أن 
أي مجموعة جزئية من عرض جزئي هي عرض جزئي. 
بدهيا أن نسأل عن ماهية الشروط التي تضمن أن يكون هناك عرض لعائلة من 
المجموعات الجزئية من مجموعة ما. ويمكن بسهولة رؤية العلاقة بين هذه المسألة ومسألة 
الزواج وذلك بجعل £ مجموعة الفتيان» و ,ى مجموعة الفتيان المفضلين من قبل الفتاة ,م 
ر أجل 7 > 2 > 1. إن أي عرض ف هذه الحالة هو ببساطة مجموعة مكونة من ” 
فتى » كل واحد منهم يناظرء ومفضل من قبل الفتاة المناظرة. وبالتالي فإن مبرهنة رقم 
(۸.1) تعطي شرطا لازما وكافيا لعائلة معطاة من المجموعات لكي يكون لها عرض. 
سنعيد صياغة مبرهنة هول بهذه الصورة ونعطي برهانا بديلا يعزى إلى رادو .8 
0. إن جمال هذا البرهان يتمركز فى حقيقة أن هناك مرحلة واحدة في الإثبات› 
بالمقارنة مع برهان هالموس- فوغان والذي يشمل حالتين منفصلتين. ومع ذلك» فإن 
هناك صعوبة أكثر في ترجمة هذا البرهان إلى لغة الزواج البدهية والشيقة ! 
مبرهنة رقم (۸.۳). لتكن 8 مجموعة منتهية غير خالية» و (,ك....,5)-7 عائلة من 
جموعات جزئية غير خالية من 8. عندئذٍ» يكون ل ۶۴ عرض إذا وفقط إذا كان اتحاد 
أي ۸ من المجموعات الجزئية ,5 يحوي على الأقل # عنصر ( 7 > / > 1). 
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البرهان. الشرط اللازم واضح. لإثبات الكفاية نثبت أنه إذا حَوَت إحدى المجموعات 
الحوقية. (لنقل ,8) أكثر عن فض واحته فاه وكيد حلق کر من اک باوت تخس 
الشرط. وبتكرار هذا الإجراء؛ نستطيع اختزال المسألة إلى الحالة التي تكون فيها كل 
مجموعة جزئية تحوي فقط عنصرا واحداء ون ثم يكوث البيقاة تاقها. 

يبقى فقط أن نثبت صحة 'إمكانية الاختزال" هذه. لذاء لنفرض أن رک تحوى 
العنصرين × و ر وأن حذف أحدهما يلغي الشرط. إذن هناك جموعتان جزئيتان 4 و 8 
من (:«,...,2,3) تحققان: |4 |كا| ۶ |ء | 8 || 0 |ء حيث ((*) - ,5)ب رك5ل] = ۶ 


لاي ار 


و(( - ,كى)ب ركل) = 0. إذن 


jEB 


| قف Us, ll PuQ|= Us,‏ |<|01مم| 


8نامع تر تحار 


)'0]+ا|"راع| 8|+|4| 
260+ 0نم |- 


<| Js, u5, |+ U5, 


jEAB jEANEB 
8م46 |+(1+ |08 4 ) < (باستخدام‎ | 
شرط هول)‎ 
=| A|+| P| +1 
// ومنه ينتج التناقض المطلوب.‎ 
قبل الاسترسال في بعض التطبيقات لبرهنة هول» سنذكر نتيجتين نحتاجهما في‎ 
البند ۳۳. باستخدام لغة الزواج» تعطينا أولى هاتين النتيجتين شرطا تستطيع على‎ 
ضوئه # فتاة أن يتزوجن فتيان مفضلين لبن.‎ 
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نتيجة رقم .)۸,٤(‏ إذا كانت 8 و ۶ كما هو أعلاه. عندئذٍء فان ل 6 عرسا جزئيا 
بحجم ١‏ إذا وفقط إذا كان اتحاد أي ۸ من المجموعات الجزئية ,5 يحوي على الأقل -/+/ 
1 خرصر . 

اختصار للبرهان. نمحصل على هذه النتيجة بتطبيق مبرهنة رقم (۸.۳) للعائلة 
لذن ن لوس TD‏ )-27 عي هين أن جموعة منفصلة عن ٤‏ ومحوى /-71 
عنصر. لاحظ أن ل۶ عرضا جزئيا بحجم ؛ إذا وفقط إذا كان ل ۴ عرض. / / 


نتيجة رقم (8,0). إذا كانت 8 و ۶ كما هو أعلاهء و + أى مجموعة جزئيه من 232 . 
عندئلر» فإن × تحوي عرضا جزئيا ل بحجم ١‏ إذا وفقط إذا كان لأي مجموعة جزئية 


jax bl 411‏ ركلا 


ادر 


REE KS FLD) 


تمارين رقم )۲٣(‏ 


51 هن أي من العائلات التالية والمكونة من جموعات جزئية من ٤=)1,2,3,4,5(‏ 
يكون لہا عرض » واسرد جميع العروض لتلك التي لها عروض؛ ثم اسرد 
جميع العروض الجحزئية لتلك التي ليس لہا عروض : 
OO PETITE OED‏ 


١1 Matching, marriage and Menger's {he0rem ومبرهنة منقر‎ ٠ صرهنة الزواج‎ ٠ التزاوج‎ 


(ج) ((1,37:12,3(7:11,2(.13)) ؛ 
IAL SOSRET CS)‏ 
(۲۹.۲) كرر تمرين رقم ۲٢.١‏ للمجموعة (6,۸,4,۲.۸1,8) : 
({(R},{R,G},{A,P}{4,H},{R,A}) ( Î )‏ ؛ 
)ب( ({R},{R,G},{4,G},{4,R})‏ ؛ 
({GR},{RP,HY,{G,S$,{R.H}) (5>)‏ + 
)د ( ({R,P},{R,P},{R,G},{R})‏ 
)۲٦.۳(‏ لتكن 8 مجموعة الأحرف في كلمة 1/47801925. أثبت أن العائلة التالية 
والمكونة من مجموعات جزئية من × لها بالضبط ثمانية عروض: 
.(STAR, ROAD, MOAT.RIOT,.RIDS, DAMS, MIST)‏ 
(8958 لكو ير اة [12.50]. كه عدد العروض المختلفة للعائلة : 
LAOS DA OAT‏ 
)١16(‏ تحقق من صحة العبارات في نتيجتي 285 68 عتدما تكو ن E(B ode}‏ 
و =({a,c,e},{b,d},{b,d},{b,d})‏ 7 و .X={a,b,c}‏ 
MS PISS TASTE‏ و ف ون برو عضا 
( أ ) اسرد جميع العائلات الجزئية من 7 والتي من أجلها يتحقق شرط 
الزواج. 
(ب) تحقق من صحة العبارة في نتيجة 2.26. 
(۲۹,۷) أعد كتابة 
( أ ) العبارات في نتيجتىي )۸,٤(‏ و )۸.٥(‏ باستخدام مصطلحات الزواج ؛ 


4 مقدمة في نظرية الرسومات 


(۲۹.۸) لتكن 8 و5 بالمعنى الذي تعارفنا عليه» وليكن ,2 و :7 عرضين ل 2و و + 
سیا 23 ا يوجد عنصر في :7 بحيث إن را دا (()-:7) (وهي 
المجموعة الناتجة من 71 بعد تبديل × ب ر) هي اشا عرض ل ۴. قارن هذه 
النتيجة مع تمرين رقم .)1,١١(‏ 
(سنحتاج هذه النتيجة في الفصل التاسع.) 

)5 عرف الرتبة (عاسه:) (4) مجموعة جزئية 4 من 8 بأنها عدد العناصر في أكبر 

عرض جزئي ل 7 محتوى في 4. أثبت أن 

( 1 ) |4 |= (لم )”م > 0 ؛ 

(ب) إذا كان طاح لى 4 فان (8)" > r)4(‏ ؛ 

)(ج) إذا كان اي ùli 4, B‏ (8)” + رم )” > (8 ع4 )م + (8 4١‏ )”م . 

(,17) لیکن #۶ عافلة کون من # جموعة عة غير خالية من 8 ولیک 4 
جموعة جزئية من . بتطبيق مبرهنة هول على العائلة المكونة من 7 مع "۳-|غ 
نسخة من 28-4 أثبت أنه يوجد عرض ل7 يحوي 4 إذا وفقط إذا 

() كان هناك عرض ل 2. 
(لي) 4 غرضا سوا > 
(هناك برهان أسهل لذلك» باستخدام الماترويدات» معطى فى البند 7.) 
).1١(‏ لتكن ‏ مجموعة قابلة للعد» ولتكن (....ركى,5)-7 عائلة قابلة للعد مره 
جموعات جزئية من £ غير خالية ومنتهية. 
(أ) بتعريف العرض للعائلة © بالطريقة المعتادة» أثبت» باستخدام تمهيدية 
كونيق (مبرهنة رقم 0,77), أن هناك عرضا لرٍ ۶ إذا وفقط إذا كان اتحاد 
أي ۸ مجموعة جزئية :5 يحوي على الأقل / عنصر, لكل قيم 4 المنتهية. 


التزاوج ؛ مر هله الزواج ٠‏ وميرهلة منقر Matching, marriage and Menger's theorem‏ نت ۲ ۲ 


(ب) باغقار [(. 22125 ف Sı=E, =, =F, SC},‏ » أثبت أن 
النتيجة فى الفقرة ( أ) تكون خاطئة إذا لم تكن جميع امجموعات ,5 


اس 


0 سم 
هسك . 
a‏ 


تطبيقات لبر هنة هول Applications of Hall's theorem‏ 
نطبق فى هذا البند مبرهنة هول لمسائل تتعلق بإنشاء المربعات اللاتينية» وإنشاء 
عناصر مصفوفة من نوع (0,1)» وكذلك وجود عرض مشترك لعائلتين مكونتين من 
مجموعات جزئية من مجموعة ما. آخر هذه التطبيقات له علاقة بمسائل جدولة الوقت. 


Latin squares المربعات اللاتينية‎ 

نعرف المستطيل اللاتيني (latin rectangle)‏ من الدرجة 77 بأنه مصفوفة 
M=)”(‏ من الدرجة 777 بحيث تكون عناصرها أعدادا صحيحة نحقق : 

mM, >> 7 1‏ > 1[ ؛ 

سن لا يو جد عنضران ق أ صف أو في أي عمود يكونان متساويين. 

لاحظ أن ( أ ) و (ب) يقتضيان أن ۸ > ”. إذا كانت «=”» فإن المستطيل 
اللاتيني يسمى 5 لاتينيا „(latin square)‏ فاا > يوضح الان رقجا 9 بان 
و۷ مسنظلاً لسا من الدرجة 355 ومريماً لاثينيا من الدرجة 5×5 





] 23 8 ¥ F 
2 ê Î 8 8 1 2 3 خ.‎ 85١ 
3 5 2 1 2 2 4 1 38 3 
i 3F 5 22 I 3 5 2 1 فخ‎ 
5 1 4# 3 2 

الشكل رقم (۸,۷) مستطيل لاتيني . الشكل رقم (8,5) مربع لاتيني . 


لو أعطينا مستطيلا لابا حن الدوححة 7 ۳۸ کیٹ 771>11 ع متى نستطيع أن 


نضيف ”-” صفا جديدا لكي نخرج بمربع لاتيني؟ من المدهش أن تكون الإجابة هي 
"دائما" ! 


مبرهنة رقم (۸.1). ليكن 24 مستطيلا لاتينيا من الدرجة ۸× حيث #>«. 
عندئلر» بالإمكان تمديد ۷ ليصبح مربعا لاتينياً بإضافة ”-” صفاً جديداً. 
البرهان. سنثبت أنه يمكن تمديد ۷ ليكون مستطيلا لاتينيا من الدرجة .(m+1)xn‏ 
وبتكرار الإجراء المتبع نحصل في النهاية على مربع لاتيني. 

لتكن (1,2,...,0)-2 و (,ك....,5)-7 حيث ,5 هي المجموعة المؤلفة من عناصر 8 
التي لا تقع في العمود : في 36. إذا استطعنا إثبات أن هناك عرضاً ل ۴ فإن البرهان 
يضبح كاملا لأن عناصر هذا العرض تشكل الصف الإضافي. باستخدام مبرهنة هول 
يكفي أن نبت أن اتاد أي ۸ من المجموعات 5 يحوى على ا م من العناصر 
المختلفة. ولكن ذلك واضح» لأن مثل ذلك الاتحاد يحوي 6(-”) من العناصر مجتمعة› 
ما في ذلك التكرارات» وإذا كانوا أقل من عنصر مختلف فإن واحداً منهم على الأقل 
يجب أن يظهر بالضبط ”-” مرة فنكون قد حصلنا على التناقض المطلوب. // 


المصفو فات من نوع (0,1) rice‏ †۾m-(0,1)‏ 

هناك طريقة أخرى لدراسة العروض لعائلة (,ك,....,5)-7 مكونة من مجموعات 
جرئية غير خالية من مجموعة (,ء,.....6)-5. وتتلخص في دراسة مصفوفة الارتياط 
تلف العائلة- وهي المصفو فه (ره)حتة من الدرجة ۸×" بحيث 1حزه إذا كان 
اع © » و 0تزه خلاف ذلك. نسمي مثل هذه المصفوفة والتى كل عنصر فيها يكون 
0 أو 1 بمصهوفة من نوع )0,1( .[(0,1)-matrix|‏ وإذا قرفا الرتبة الحدية (term rank)‏ 


التزاوج مر هله الزواج؛ ومر شلهة منقر Y4 Matching, marriage and Menger's theorem‏ 


للمصفوفة 4 على أنها أكبر عدد من الواحدات في 4 بحيث لا يقع اثنان من تلك 
الواحدات في نفس الصف أو في نفس العمود» فإنه يكون هناك عرض لر ۴ إذا وفقط 
إذا كانت الرتبة الحدية للمصفوفة 4 هي بالضبط عدد العناصر في عرض جزئي دي 
أكبر حجم بمكن. وكتطبيق ثان لمبرهنة هول» فإننا نبرهن نتيجة مشهورة على 
المصفوفات من نوع (0,1) تعرف بمبرهنة كونيق- ايقرفارى ( König-Egervûry‏ 


„(theorem 


مبرهنة رقم (۸.۷) (1931 ,٣٠ع‏ ع-يامة). إن الرتبة الحدية لمصفوفة ۸ من نوع 
(0,1)تساوي أقل عدد 1/ من الصموف والأعمدة التي تحوی مح بعضها a EO‏ 
الواحدات في 4. 


ملاحظة. كتوضيح للمبرهنة؛ اعتبر المصفوفة في الشكل رقم (4.8) وهي مصفوفة 
الارتقتخاط للعائلة ( 5کو وکود کر 5S‏ )= وا نة ص جموعات جرنيبه 06 
(1456-ء حىث إن (1,4,5,6) =8 ,(2,3)-وكدرى ,(1,2)-يكدرى. من الواضح أن 


الرتبة الحدية و 4م كليهما يساوي 4. 
© رع 





الشكل رقم (,8) مصفوفة الارتباط للعائلة 7 . 


۲۲۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان. من الواضح أنه لا يمكن للرتبة الحدية أن تزبدعن 2 . لابات المساواة: 
بإمكاننا أن نفرض أن كل الواحدات في ه محتواة في + صف و : عمود حيث نر دودى 
وآن ترتيب الصفوف والأعمدة يكون بحيث تحوى 4 : ل الرقع الأسقل ا س 
مصعوفة جزثية من الدرجة (8- ۳(×)۸-") تتألف كلية من أصفار (انظر الشكل 
رقم 8.4). 


GD GOES BG E -‏ ا ا E‏ ا ا a‏ ا û‏ ا 


N |([ 7-7‏ 
الشكل رانم (6,5). 





إذا كان ١ك‏ 1ء فلتكن ,5 مجموعة الأعداد الصحيحة زحيث و- مم > 
واحره. من السهل التحقق من أن المحاد أي ۸ من المجموعات رى يحوى على الأقل # عدد 
صحيح. ومنه التحقق من أن هناك غرضًا للعائلة 7 ك...,5)-7. إذن المصفوفة الجزئية 31 
من المصفوفة 4 تحوي مجموعة مكونة من + من الواحدات بنفس الخاصية. وبالتالي فإن 
4 تحوي مجموعة مكونة من 7+5 من الواحدات لا يقع اثنان منها في نفس الصف» أو في 
نفس العمود. يثبت هذا أنه لا يكن للعدد لم اشيويه هد CENET‏ وهو 
ا 

لقد أثبتنا للتو مبرهنة كونيق- ايقرفاري باستخدام مبرهنة هول. إن من الأسهل 


سات مبرهنة هول باستخدام مبرهنة کو وت ايعرفارىي (انظر EÊ‏ رقم (V0‏ ا 


التزاوج ؛ مبرهلة الزواج ؛ ومصبرهلة منقر Matching, marriage and Menger's theorem‏ 5 » »” 


يعني أن هاتين المبرهنتين متكافئتان بطريقة ما. سنثبت لاحقا في هذا الفصل مبرهنة منقر 
ومبرهنة الانسياب الأعظم والقطع الأصغر» وكل منهما مكافئ لمبرهنة هول. 


العروض المشتر كه Common transversals‏ 

نختم هذا البند بنقاش مختصر عن العروض المشتركة. إذا كانت 8 مجموعة منتهية 
غير خالية و (مك.....,7)5 و (.,7:,....7)-© عائلتين من مجموعات جزئية غير خالية من 
#» فمن المثير للاهتمام أن نعرف ما إذا كان هناك عرض مشترك ( ١0ص"‏ 
F j (transversal‏ و © - أ جمو عة مكونة من ” من العناصر المختلمة من 8 وتشكل 
عرضاً لكل من ۶ و ©. في المسائل الخاصة بجدولة الوقت» على سبيل المثال» يمكن أن 
تكون ع مجموعة الأوقات التي يمكن خلالبا إعطاء المحاضرات» وربما كانت امجموعات 
اقات الحاضرات التي َك أن يعطيها 7 من الأسائلة. والمتموعات 7 أوقات 
ا محاضرات في ” من القاعات المتوفرة. وبالتالى» فإن إيجاد عرض مشترك ل 7 و © 
يمكننا من إعطاء كل أستاذ قاعة حاضرات متاحة وقي وقت مناسب. 

فى الحقيقة » يمكننا في مبرهنة رقم (۸.۸) إعطاء شرط لازم وكافي لعائلتين لكي 
يكون لبما عرض مشترك. لاحظ أن ذلك يعطينا مبرهنة هول إذا كانت 7-8 لكل 


1S 7S 


مبرهنة رقم (۸.۸). لتكن 8 مجموعة منتهية غير خالية» ولتكن (,7<)8:,...,5 
ا 96 عائلتين من جموعات جز ديه غير خالية من 52 با یو جد هناك 
عرض مشترك ل ۶ و © إذا وفقط إذا كان لكل المجموعات الجزئية 4 و 8 من 


(ا:..:1,2) قاف وو | B‏ |+ |[ كل |2 Us Jor)‏ حار 


6 ا‎ \ jeB 


اختصار للبرهان. لنعتبر العائلة )=× من مجموعات جزئية من (41,...,77نا ع 
بافتراض أن ظ و إ”....,1) جموغتان منفصتلتان: وحيث إن الدليل : ينتمي إلى 
الججموعة (1....,#1 ں £ أيضاء وبحيث إن ,5= إذا كان (1,...,0) > ز 
IFET‏ ريه ولاك يك إذا كات ٤‏ »© :. ليس من الصعب التحقق من أن هناك 
عرضا مشتركا لر ۴ و © إذا وفقط إذا كان لر × عرض. وتنضح النتيجة بعد تطبيق 
مبرهنة هول على العائلة ×. / / 

ليس من المعروف متى يوجد عرض مشترك لثلاث عائلات من مجموعات 
جزئية من جموعة ماء يبدو أن مسألة إيحاد مثل تلك الشروط هى مسألة صعبة. هناك 
العديد من المحاولات لحل هذه المسألة باستخدام نظرية الماترويدات. في الحقيقة» كما 
سنرى في الفصل القادم» فإن العديد من النتائج في نظرية العروض › مثل تلك التي في 
تمرين رقم )51.1١(‏ ومبرهنة رقم (۸.۸)» تصبح أسهل بكثير عندما ننظر إليها من 
تلك الزاوية. ويمكن الحصول على نتائج عديدة في نظرية العروض من برايانت 


.Bryant & Perfect [25 ] وبيرا وک‎ 


ارين رقم (۲۷) 


(۲۷,۱) أعط مثالا لمستطيل لاتيني من الدرجة 5×8 ومربع لاتيني من الدرجة 
060 


او طريقتين لإكمال المستطيل اللاتيني التالي إلى مربع لاتينى من الدرجة 


5%55 
1[ 2 3 & 5 
5 $ 1 2 8 


التزاوح» مبرهنة الزواح » ومبرهنة منقر E Matching, marriage and Menger's the0r¢m‏ 
(۲۷.۳) ( أ ) استخدم تمرین رقم(۷.٥۲)‏ لإثبات آنه» إذا كانت > فإنه يمكن تمديد 
مستطيل لاتيني من الدرجة ۸×" إلى مستطيل لاتيني من الدرجة 
(m + 1( x 7‏ بعدد من الطرق يساوي على الأقل mı)!‏ - 2). 
(ب) استنتج أن عدد المربعات اللاتينية من الدرجة ۸×۸ هو على الأقل 
.n!(n-1)!...1!‏ 


: تحقق من صحة مبرهنة كونيق- ايقرفاري للمصفوفتين التاليتين‎ )۲۷.٤( 


0 1 1 0 1١ 40 0 1 0 1 
1 0 1 0 0| |1 0 1 1 1 
UZ 2 2 21185 Ff 17 8 
I 1 28 1! )8 8 Û 0 [1 


(۲۷,۵) باعتبار مصفوفة من نوع (0,1) كمصفوفة الارتباط لعائلة من المجموعات 
الجزئية » وضح كيف يمكن استخدام مبرهنة كونيق- ايقرفاري لإثبات مبرهنة 
هول. 
)۲۷,1( لتكن (ءبلى,طره)-2 و F=({a,c,e},{a,b},{c,d})‏ و ((4,ط,ه),(ء,ه14(,1)-9. 
(أ) أوجد عرضا مشتركا ٍ۴ و 8 
(ب) قق من صحة الشرط فى غبرهثة رقع :4/,/. 
۷ ) أغفد قرينق رتم 27970 للسائئتين ([0 :ع [عيه], .)>= 
و .8<({c.d},{b},{b,c,e})‏ 
فر" لقن ع زمرة مسهية ر زمر جر ةس © اسعكذم مبرهنة 327 الإتبانق آنه 
إذا كان Hy,‏ ...ا Hy,‏ نا Hy,‏ = 1ع نا... نا 1#رنا نا 413 = G6‏ هما 
تفريقا المجموعات المشاركة اليسرى واليمنى للزمرة © بالنسبة ل » فإنه يوجد 


عناضر ءت....21 في © ميث إن Heo o Fe,‏ دا ,عق قي هنب... نا قرع ذا 24 - 2. 


۳۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


Menger's theorem مبرهنة منقر‎ 

قاقش الآآن سرهنة متعلقة جدا مبرهنة قول ولا تطيقات عملية عسقة. اى 

هذه المبرهنة إلى منقر :246786 »K.‏ وتتعلق بعدد المسارات التي تربط زاسة معطيين ۷ 
و« في رسم ©. رما سألنا عن أكبر عدد من المسارات من « إلى بحيث لا يوجد ضلع 
مشعرة بين انين سرباك مكل عك المارات تمس ,مارات قم هاما اة 
قطاهم intەزdis).‏ ومن زاوية أخرى اتنا 5 عن اکور عدد من المسارات من < إلى س 
يك ل يوجد .رامو مشترك بين اثنين منها ما عدا » بالطبع » « و - وهذه المسارات 
تسمى مسارات منفصلة اا .(vertex-disjoint paths)‏ على سبيل المثال» فى الرسم 
الذي :اکل رف اا ال اوتا مسارات خش ليا ومسازاق قف 9ة 


وآلبيا من ما ل .W‏ 


5 
ك0 55 ب 9 
5 1 0 اا سے 
E‏ 0# 1 
س“ ت 

ص ۹ 

تڪ سس 
ب" > ١‏ 

سے 3 

"39 ۳ 





۳ 


الشكل رقم )8,٠١(‏ اربع مسارات منفصلة ضلعيا ومساران منفصلان رأسيا . 


ولكي نبحث هذه المسائل» نحتاج إلى بعض التعاريف. سنفرض أن © رسم 
مترابط وأن د و س رأسان مختلفان في 6. نعرف مجموعة الأضلاع الفاصلة للرأسين « 
٤ (vw-disconnecting set) wg‏ 0 لي أنها جموعة ۴ من أضلاع ا نت أن کل 
مسار من « إلى « يحوي ضلعا في ۴ ؛ لاحظ أن مجموعة الأضلاع الفاصلة ل و « هي 


التزاوج ش صرهنة الزواج ؛ ومبرهنه مقر Matching, marriage and Menger's theorem‏ ا 


مجموعة أضلاع فاصلة في ©. بالمثل ؛ تعرّف مجموغة الرؤوس الفاصلة للرأسين + و ” 
(vw-separating set)‏ في G‏ على أنها جموعة 35 من الرؤوس ؛» عير ۷ و 'اء ميث إن كل 
مسار من ١‏ إلى س يمر خلال رأس في 5 ؛ في الشكل رقم (١٠.۸)ء‏ امجموعتان 
=p, |‏ 1 و نات ,اند ,)حر هما مجموعتا أضلاع فاصلة ل ۷ وم 
والمجموعتان (!/,5)-,7 و (2,نز,و,م) ”7 هما مجموعتا رؤوس فاصلتان ل ” و «. 

ولكي نع المسارات المنفصلة ضلعيا من ١‏ إلى »w‏ لظ ارلا آنه إذا كاتيك 5 
مجموعة أضلاع فاصلة لل رأسين ؛ و « وبها + ضلع فإن عدد المسارات المنفصلة ضلعيا 
لا يمكن أن يزيد عن 4» لأنه لو لم يكن كذلك فسيكون هناك ضلع ما فی ۴ متواجد في 
أكثر من مسار واحد. وإذا كانت ”# مجموعة أضلاع فاصلة لي« و « ذات أقل حجم 
مكن» فإن عدد المسارات المنفصلة ضلعيا يكون في الحقيقة مساويا للعددغ: ويكون 
هناك بالضبط ضلع واحد من ۴ في كل مسار من تلك المسارات. تعرف هذه النتيجة 
على أنها الصيغة "الضلعية" لمبرهنة منقر ؛ والتي أثبتت أولا بهذه الصيغة من قبل فورد 
و فلکر سول Ford & Fulkers01‏ في عام 06 . 


مبرهنة رقم (۸,۹). إن أكبر عدد من المسارات المنفصلة س والتي تربط رأسين 
مختلفين « و « في رسم مترابط يساوي أقل عدد من الأضلاع في مجموعة أضلاع 
فاصلة للرأسين « و «. 

ملاحظة. إن برهاننا هو برهان غير إنشائي ؛ بمعنى أنه لا يزودنا بخوارزمية للحصول 
على * من المسارات المتفصلة ميا أو حتى إيجاد قيمة #. سنعطي في البند القادم 
خوارزمية يمكن أن تستخدم لحل مثل هذه المسائل. 

البرهان. كما أشرنا قبل قليل» إن أكبر عدد من المسارات المنفصلة ضلعيا والتي تربط « 
و« لا يمكن أن يزيد على أقل عدد من الأضلاع في مجموعة أضلاع فاصلة للرأسين « 


بس بو مقدمة في نظرية الرسومات 


و «. سنستخدم الاستقراء على عدد أضلاع الرسم 6 لإثبات أن هذين العددين 
متساويان. لنفرضص أن عدد أضلاع 6 هو م وأن ا مبرهنة صحيحة لجميع الرسومات 
التي عدد أضلاعها أقل من ”. لدينا الآن حالتان. 

(أ) لنفرض أولا أن هناك مجموعة أضلاع فاصلة للرأسين « و م؛ لنقل ,, 
وتكون بأقل حجم ۸» وبحيث إن « غير مرتبط بجميع أضلاعهاء وكذلك الحال بالنسبة 
للرأس «. فمثلاء في الشكل رقم 1.28» المجموعة ,5 أعلاه هي مثال على تلك 
امجموعة. إن حذف أضلاع ۴ من 6 يترك رسميين جزأيين منفصلين 7 و # يحويان ‏ 
و على الترتيب. نعرف الآن رسمين جديدين ,© و د6 كما يلى: نحصل على ,6 من 
© بعد تقليص كل ضلع في 7 (أي بكمش ! وجعلها رأسا واحدا)» ونحضل على ية 
بطريقة مماثلة بعد تقليص كل ضلع في ”1 في الرسم © ؛ يوضح الشكل رقم )8.1١(‏ 
الرسمين ,© و © واللذين حصلنا عليهما من الرسم في الشكل رقم »)۸.٠١(‏ حيث 
ترمز الخطوط المنقطة إلى أضلاع وا أنْغدة أضلاع كل من :6 و ر اقل هد ,عند 
أضلاع 206 وبما أن / هي مجموعة أضلاع فاصلة للرأسين ١‏ و ٠‏ وبأقل حجم في كل 
من 6 و :6 » فإن فرضية الاستقراء تعطينا » من المسارات المنفصلة ضلعيا في 6 من ؛ 
إلى ٠#‏ وبالمثل في ©. وبتركيب هذه المسارات بالطريقة البدهية نمحصل على ما نريد 
وهو من المسارات المنفصلة ضلعيا في © من « إلى س. 





5سا نا 5 
۹ ا حي © 
03 بي = 9 
ظ 3 0 © : 
ظ کے أ 5 
۳ ه. با ار ۳ وس 3 ع | ا 
ر ا 
ا 
س ا 
- ا 
ر 

2 ' 


الشكل رقم (۸,۱۱) الر سان (7) و و : 


التزاوج ؛ ميرهلة الزواج ٠‏ ومبرهنة منشر Matching, marriage and Menger's theorem‏ عار 


(ب) لنفرض الآن أن كل مجموعة أضلاع فاصلة ل« و ذات أقل حجم 
تتألف فقط من أضلاع كلها مرتبطة بالرأس « أو كلها مرتبطة بالرأس «؛ على سبيل 
المثال» في الشكل رقم »)8.١٠١(‏ المجموعة د هي مثال على مثل تلك امجموعة. يمكننا 
أن نفرض بدون فقد للعمومية أن كل ضلع في © يكون محتوى في مجموعة أضلاع 
فاصلة للرأسين « و « بحجم ۸ء لأنه لو لم يكن كذلك فإن حذفه لن يؤثر على قيمة » 
وبالتالي يمكننا استخدام فرضية الاستقراء للحصول على * من المسارات المنفصلة 
ضلعيا. إذا كان 7 أي مسار من « إلى «» فإن م يجب أن يتألف إما من ضلع واحد أو 
من ضلعين» وبالتالى يحوي على الأكثر ضلعاً واحدا من أي مجموعة أضلاع فاصلة 
للرأسين « و بحجم 4. وبحذف أضلاع ۲ من 6» نحصل على رسم يحوي على الأقل 
4-1 من المسارات النتسيلة ستليا بأسقغذاء فرضية الاستقراء. هذه المسارات مجتمعة مع 
7 تعطي 4 من المسارات المطلوبة في 6. / / 

نعود الان إلى المسألة الأخرئى المكورة في نذاية التد- إيماذ غدد المسارات 
المنفصلة رأسياً من « إلى «. وفي الحقيقة» هذه هي المسألة التي حلها منقر بنفسه؛ 
بالرغم من أن اسمه يذكر عادة لكل من مبرهنتي رقما (۸.۹) و .)68.1٠١(‏ إن إثبات 
مبرهنة رقم (۸.۹) يصلح لإثبات مبرهنة رقمي )86.1١(‏ مع تغييرات بسيطة » تتمثل 
اساسا ق ديل معطلحات فل فض شلا و لاا ی ساراس 
و جاورة . سنذكر الآن الصيغة الرأسية لبرهنة متقر- بدون برهان. 
مبرهنة رقم )۸.٠١(‏ (1927 ,6ععم38). إن أكبر عدد من المسارات المنفصلة رأسيا 
والتي تربط رأسين مختلفين غير متجاورين « و « في رسم ما يساوي أقل عدد من 
الرؤوس في مجموعة رؤوس فاصلة ل و1. 


وباستخدام مبرهنتي رقمي (8.1) و )۸,۱١(‏ نستنتج مباشرة الشرطيين اللازمين 


نتيجة رقم (8.11). يكون رسمُ ماج مترابطا ضلعياً من درجة + إذا وفقط إذا كان 
أي رأسين مختلفين في> يربطهما على الأقل ٭ من المسارات المنفصلة ضلعيا. 
نتيجة رقم (۸.۱۲). إذا كان رسما عدد رؤوسه على الأقل ۸+1» فإن > مترابط 
من درجة 4 إذا وفقط إذا كان أي رأسين مختلفين في > يربطهما على الأقل # من 
المسارات الشهيلة زا 

بمكن تحوير النقاش أعلاه لنستنتج عدد المسارات المنفصلة قوسياً ( 1ا0 زاره 
5 من رأس « إلى رأس ۷ في رسم موجه , حيث نعرف مجموعة الأضلاع الموجهة 
الفاصلة للرأسين « و « على أنها مجموعة أضلاع موجهة 4 بحيث إن كل مسار من ١‏ 
إلى يشمل ضلعا موجها في 4. 


مبرهنة رقم (8,17). إن أكبر عدد من المسارات المنفصلة فوسيا يدان ا راس 
0 في رسم موجه يساوي أقل عدد من الأضلاع الموجهة في مجموعة أضلاع موجهة 


ERE YT‏ فال فقا ركه سسا ارك واس 71 قوسيا من « إلى «. والأضلاع الموجهة ۷2ء 
2 عر (مرتان)› XW‏ (مرتان) تشكل جموعه مناطرة من الأضلاع الموجهة الماصلة 


للرأسين ١‏ و . 


TTY Matching, marriage and Menger's theorem التزاوج ؛ مبرهنة الزواج؛ وصرهنة منقر‎ 





الشكل رقم )۸,١١(‏ ستة مسارات منفصلة قوسيا من < الى س . 


إن هذه الأشكال تصبح مرهقة بسبب تزايد الأضلاع الموجهة التي تربط أزواج 
الرؤوس. وللتغلب على ذلك » سنرسم فقط ضلعا موجها واحدا ونكتب بجانبه عدد 
الأضلاع الموجهة التي يجب أن تكون هناك (انظر الشكل رقم 8,17). هذه الملاحظة 
التي تبدو سهلة هي أساسية في دراسة انسيابات الشبكات والتي سنناقشها في البند 


القادم. 
كد اير 


ظ 3 
أ اا 


۳ و هن 
| 1 يمه 
| أ 2# 





ل 
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الشكل رقم )86,١7(‏ الرقم يدل على عدد الأضلاع الموجهة . 


وننهى هذا البند باستنتاج مبرهنة هول من مبرهنة منقر. إذ سنثبت النسخة من 
مبرهنة هول والتي ظهرت في نتيجة رقم (۸.۲). 


مبرهنة رقم .)8,١5(‏ إن صحة مبرهنة منقر تقتضي صحة مبرهنة هول. 


TA‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان. ليكن (6=6)7,,۲2 وشا ثنائي اج تة ن ان قت أنه اذا قان 
| ()© |إكا 4 | لكل مجموعة جزئية 4 من ١7ء‏ فإن هناك تزاوجا تاما من ,7 إلى ر7. 
ولإنجاز ذلك» نطبق الصيغة الرأسية لمبرهنة منقر (مبرهنة رقم )۸.٠١‏ للرسم الذي 
نحصل عليه بعد إضافة رأسين « و إلى © بحيث يجاور « كل رأس في ,7 ويجاور « كل 
رأس في :7 (انظر الشكل رقم .)8.١5‏ 





الشكل رقم )۸,١٤(‏ الرسم بعد إضافة ۷ و W‏ . 


ولان قل زاوج نام سن :إلى 74 کرت مووا إذا وفقط إذا قان دد 
ادات المنفصلة رأسيا من « إلى « يساوى عدد رؤوس 7 (قل › سيان لایو 
فإنه يكفي أن نثبت أن كل مجموعة رؤوس فاصلة للرأسين « و « تحوي على الأقل ) 
رأس. لذاء لنفرض أن 5 هي مجموعة رؤوس فاصلة للرأسين « و « وتتألف من 
مجموعة جزئية 4 من |1 ومجموعة جزئية 8 من و7. ولأن 8 ل4 هى مجموعة رؤوس 
فاصلة للرأسين « و « فلا يوجد ضلع يربط رأسا في ۲٠-4‏ مع رأس في 8-:/. وعليه فإن 
8 > (4 - ,)© . وبالتالي ينتج أن | 8 |>ا (4 - ,7)© || ل - 7|ء ومنه 
|5 ا 8+ |4 إكا 7 |- 4 ؛ وهو المطلوب. // 


T14 Matching, marriage and Menger's 1€0r¢m ومبرهنة منقر‎ ٠ التزاوج ؛ مبرشدة الزواج‎ 


تمارين رقم (/؟) 


LA, Yj 





(۲۸.5) تحقق من صحة مبرهنتي رقمى (۸,۹) و )۸.٠١(‏ لرسم بيترسن في الحالتين : 
( آ ) عندما يكون « و « رأسين متجاورين ؛ 
(ب) عندما لا يكون « و « رأسين متجاورين. 

(۸0) أثبت مبرهنة رقم )۸.٠١(‏ بالتفصيل. 

(0 ححقق من صحة نتيجة رقم )۸,1١(‏ لكل من الرسومات التالية : 
( )7 ؛ (ب) يبا ؛ (ج) و0. 

(۲۸.۵) تحقق من صحة نتيجة رقم )۸.1١(‏ لكل من الرسومات التالية : 


)0( وك ؛ (ب) وووك ؛ (ج) غا الوجوه. 





الشكل رقم (8,15). 


Network flows انسيابات الشبكات‎ 

إن مجتمعنا اليوم محكوم بالشبكات على نطاق واسع- المواصلات» الاتصالات: 
..إلخ» ولقد أصبح التحليل الرياضي لمثل هذه الشبكات ذا أهمية أساسية. سنبين فى هذا 
آلب أن قلي العكاك.هو اساسا حراسة الرسوبات الوجية. 

يرعب مصنع حواسيب في إرسال عدة أجهزة إلى سوق معين. يمكنه إرسال 
الصناديق عبر قنوات مختلفة» كما يوضح ذلك الشكل رقم (۸.۱۷)» حيث « يمثل 
المصنع و يمثل السوق. أما العدد الذي بجانب كل ضلع موجه فيعنى أكبر كمية يمكن 
أن تمر خلال القناة المناظرة. ويرغب المصنّع في إيجاد كبن عدوا فن السعاديق التى يمكن 
إرسالها خلال الشبكة بدون أن تزيد الكمية عن السعة المحددة في كل قناة. 

يمكن أن يصف الشكل رقم (۸,۱۷) حالات أخرى. فمثلا: إذا كان كل ضلع 
موجه يمثل شارعا باتجاءٍ واحد والعدد امجاور لكل ضلع موجه هو أكبر انسياب بمكن 
للمرور في ذلك الشارع » وذلك بوحدة مركبة لكل ساعة» فيمكننا عندئلٍ أن نسأل عن 
اک علد مكن من المركبات التي يمكن أن تنتقل من « إلى « في ساعة واحدة. أو من 
زاوية أخرى؛ إذا كان الرسم يمثل شبكة كهربائية فيمكن أن نسأل عن أكبر شحنة من 
تيار يمكن أن تمر بأمان في الشبكة إذا أعطينا الشحن الكهربائية العظمى التي يتحملها 
كل سلك على حدة. 





۳4 
الشكل رقم (/8,11) من المصنع الى السوق . 


التزاوج » مبرهنة الزواج ؛ ومبرهتة منقر تلع معطا E Matching, marriage and Menger's‏ 


إن هذه الأمثلة تشجعنا على تعريف الشبكة 27 (2658:0:1) على أنها رسم موجه 
موزون- أي رسم موجه بحيث يعطى كل ضلع موجه فيه » عددا حقيقيا غير سالب 
(4) ۷ يسمى سعته (8119م2»3). درجة الخر وج outdeg(x) (out-degree)‏ لى اس :د هي 
مجموع سعات الأضلاع الموجهة التي على الصورة 2×» ونعرف درجة الدخول (-0 
»6 ) («)عeل‏ بطريقة مشابهة. فمثلاء في الشبكة في الشكل رقم (۸.۱۷)ء 
v(=8)عe ud‏ و 10-(+)ع06:. لاحظ أن مهيدية المصافحة الموجهة تأخذ الآن الصيغة : 
مجموع درجات الخروج في شبكة يساوي مجموع درجات الدخول. 

نفرض أن للرسم الو جه بالضبط کا 5007 وخر شا ولس اه أماالحالة 
العامة عندما يكون هناك عدة مصادر وأحواض »› والتي تناظر أكثر من مصنع وأكثر 
من سوق » يمكن اختزالها بسهولة إلى حالتنا الخاصة هذه (انظر تمرين رقم .)١59.0‏ 

نعرف الانسياب (:1101) في شبكة على أنه دالة © تعطي كل ضلع موجه 6 
عددا سافنا غير سالب (©)6 يسمى الانسياب في 4 (4 هذ 1107) بحيث إن : 

( أ ) لكل ضلع موجه ه» ()س > (7)6 ؛ 

(ب) درجة الخروج ودرجة الدخول لكل رأسء؛ غير« أو «» متساويتان. 

وبالتالي» فإن الانسياب في كل ضلع موجه لا يمكن أن يزيد عن سعته ؛ 
و"الانسياب الكلي" الداخل لكل رأس»ء غير« أو «» يساوي "الانسياب الكلي 
الخارج منه. يعطينا الشكل رقم (۸.1۸) انسيابا مكنا للشبكة التي في الشكل رقم 
(8.10). وهناك انسياب آخر وهو الانسياب الصفري (40 )2٤۲١‏ حيث يكون 
الانسياب في كل ضلع موجه هو 0 ؛ وأي انسياب آخر يسمى انسيابا غير صفري (-008 


. )0)2( = إذا كان ()/ا‎ )saturated) نقول عن ضلع موجه ۾ إنه مشبع‎ .(zero flow 


7 مقدمة في نظرية الرسومات 


٤‏ الشكل رقم (AIA)‏ الأضلاع الموجهة 2 12 عر» سء 210 هي أضلاع موجهة 
مشبعة » وبقة الأضلاع الموجهة غير مشبعة .(unsaturated)‏ 





الشكل رقم )8,١8(‏ الانسياب من < الى س . 


ينتج من تمهيدية المصافحة الموجهة أن مجموع الانسيابات في الأضلاع الموجهة 
الخارجة من ا يساوي مجموع الانسيابات في الأضلاع الموجهة الداخلة في «؛ ويسمى 
هدا الجموع قيمة الانسياب (W٥ا؟‏ ط٤‏ 01 عدلة؟). وكما رأينا من الأمثلة أعلاه > فسنهتم 
بالانسيابات والتي قيمتها تكون أكبر ما يمكن- والتي نسميها الانسيابات العظمى 
.)naximum lows)‏ ويمكنك التحقق بسهولة من أن الانسياب في الشكل رقم (۸.۱۸) 
هو انسياب أعظمي للشبكة التي في الشكل رقم (۸.1۷)» وأن قيمته هي 6. وبالرغم 
مو تقد يتوق تاا عا اتس اپات کے ف & |9 لبا ےا ن 
متساوازة. 

إن دراسة الانسيابات العظمى فى شبكة مربوط ج بمفهوح القطع (cut)‏ « 
والذي يعرف على أنه مجموعة 4 من الأضلاع الموجهة بحيث إن كل مسار من ١‏ إلى ٠‏ 
بشمل ضلعا موجها من 4. وعليه» فإن قطعا في شبكة يصبح مجموعة أضلاع موجهة 
فاصلة ل اس ۷ و « في الرسم الموجه المناظر . ونعرف سعة القطع ( capacity of a‏ 


التزاوج ؛ مبرهنه الزواج ؛ ومبرهنه منقر تلع معطا YEY Matching, marriage and Menger's‏ 


)٠‏ على أنها مجموع سعات الأضلاع الموجهة في ذلك القطع. وسنهتم أساسا بتلك 
القطوعات والتي تكون سعتها أقل مايمكن؛ والتى تدعى قطوعات أصغرية 
.)minimum cuts)‏ في الشكل رقم 859 هناك قطع أصغرى تالف من الأضلاع 
الموجهة 2د عد صر س× ولا يشمل الصلع الموجه ×2؛ سعة هذا القطع فى 2+2+2=6, 


3 5 





۳ 


الشكل رقم )8,١9(‏ قطع أصغري . 


لاحظ أن قيمة أي انسياب لا يمكن أن تزيد عن سعة أي قطع » وبالتالي فإن 
قيمة أي انسياب أعظمي لا يمكن أن تزيد عن سعة أي قطع أصغري. ويظهر أن هذين 
العندين الاتغيرين نفساوياندائما. تُعرق هله اتج ة المكهورة رة الاتسياب 
الأعظم و القطع الأصغر ›)max-flow min-cut theorem)‏ ولقد أثيتها أو 5 فورد 
وفلكرسون في عام 1964م. سنعطي برهانين. يثبت الأول أن مبرهنة الانسياب الأعظم 


والقطع الأصغر مكافئة لمبرهنة منقر ؛ أما البرهان الآخر فهو برهان مباشر. 


مبرهنة رقم )۸.٠١(‏ (مبرهنة الانسياب الأعظم والقطع الأصغر). في أي شبكة› 
فإن قيمة أي انسياب أعظمي يساوي سعة أي قطع أصغري. 
ملاحظة. عند تطبيق هذه المبرهئة» فغالباً من الأسهل أن نجد انسياباً وقطعاً يث إن 
قيمة الانسياب تساوي سعة القطع. ينتج من المبرهنة أن الانسياب يجب أن يكون انسيابا 


E‏ فة ق انكل قال سومان 
اسیا وأن القطع يجب اق کن فا اسا إذا كانت كل السعات هي أعداد 
صحيحة» فإن قيمة أي انسيابٍ أعظمي هي أيضا عدد صحيح ؛ وسيكون هذا مفيدا 
في تطبيقات معينة لانسيابات الشبكات. 

البرهان الأول. لنفرض أولا أن سعة كل ضلع موجه هي عدد صحيح. عندئز 
مكن اعتبار الشبكة على أنها رسم موجه ١‏ تمثل سعاته عدد الأضلاع الموجهة التي 
تربط رؤوسا مختلفة (كما في الشكلين رقمي ۸.1۹ و .)۸.٠١‏ إن قيمة أي انسياب 
أعظمي هي العدد الكلي للمسارات المنفصلة قوسيا من « إلى « في » وسعة أي قطم 
ارزو کی ال عله م الع ایا رک با ریات ااي 
« و سق 2. ب ينتج المطلوب الآن من مبرهنة ‏ رقم (۸,۱۳). 

إن تعميم هذه النتيجة للشبكات التي سعاتها أعداد نسبية يكون منوطا بضرب 
هذه السعات بعدد صحيح مناسب 4 لجعلهم أعدادا صحيحة. عندئلرٍ» تصبح لدينا 
لقان التي ااا وس ايا ينتج المطلوب بعد القسمة على 4. 

لقي ؛ ا کبس السات اعنادا قير س : فإننا نقربها بالقدر الذي 
نرضاه إلى أعداد نسبية ثم نستخدم النتيجة أعلاه. وباختيار حذر لهذه الأعداد اأ 
فيمكننا التأكد من أن قيمة أي انسياب أعظمي وسعة أي قطع أصغري يختلفان بمقدار 
ضئيل وحسبما نرغب. لاحظ أنه ف الأمثلة العملية» من النادر أن تظهر سعات غير 
نسبية لآن السات قطي عادة بضر رة ع يق 7 

البرهان الثاني. حيث إن قيمة اي اماب أحظسي لا یکن الاتزبد نس اي 
قطع أ اصغرى › ٠‏ فيكفي أن نثبت تنبت وجود قطع تكون سعثه مساوية لقيمة انسياب أغظمى 
معطى . 


لت اوح مر هة اك نه منة ١ 1tchine. marriace and Menger’‏ 
التراوج ؛ مبرهئة الزواج ؛ وصرهنة ٥ Matching, marrlage and Menger's (h€0rêm jain‏ 


ليكن © انسيابا أعظميا. نعرّف مجموعتين 7 و # من رؤوس الشبكة كما يلى. 
إذا كان © الرسم الخفي للشبكة» فإن رأسا ء يكون في 7 إذا وفقط إذا وجد في © مسار 
2ح رلا جد ر۷ لج ...جد رل۷ ج إلا ج 120 = ۷ بحيث إن كل ضلع ۷ء يناظر إما 
شام ھا فيرمفي أن شام چیا جخ مسال انمياي شیر س ار رتاف 
المجموعة # من جميع تلك الرؤوس التي لااتتنسي إلى 7. فمسثلا: في الشكل رقم 
(۸.۱۸)» تتألف المجموعة ۷ من الرؤوس «» ×» برء وتتألف المجموعة # من 2 و «. 

من الواضح أن « محتوى في 7. سنثبت الآن أن # تحوي الرأس «. إذا لم يكن 
ككذذلك فإن«يقع ي7 وعليهفيوججد م سر في 6 
۷ يلا کک ونح ر بد ما هن التوع المدكوق أعلاه. نختار الآن عددا ا 
> بحيث لا يزيد عن الكمية التي نحتاجها لتشبيع أي ضلع موجه غير مشبع +ناناء ولا 
تزيد عن الانسياب في أي ضلع موجه ۷« يحمل انسيابا غير صفري. من السهل الآن 
رؤية أنهء إذا زدنا الانسياب بمقدار ع في جميع الأضلاع الموجهة من النوع الأول 
وأنقصنا الانسياب بمقدار ‏ في جميع الأضلاع الموجهة من النوع الثاني» فإننا نكون 
قد زدنا قيمة الانسياب بمقدار ‏ » وهذا يناقض فرضنا بأن © انسياب أعظمي. 
وبالتالى فإن « تقع في #. 

لاكمال المناقشة نفرض أن / هي مجموعة جميع الأضلاع الموجهة من الصورة 
×> حيث × في 7» و z‏ في /1. من الواضح أن / قطع. وعلاوة على ذلك» كل ضلع 
موجه 2 في # هو ضلع موجه مشبع وکل ضلع موجه ×= يحمل انسيابا صفریاء لأنه لو 
لم يكن كذلك فإن ع سيكون غنصرا في 7. وغليه فان سعة” يجب أن :تساوي قيمة © : 
وأن / هي القطع الأصغري المطلوب. / / 


إن مبرهنة الانسياب الأعظم والقطع الأصغر تعطينا أداة مفيدة للتحقق من 
الأعظمية أو خلافها وذلك بالنسبة لانسيابي معطى طالما أن الشبكة هي شبكة غير 
معقدة. عملياًء فإن الشبكات التي نتعامل معها هي شبكات ضخمة ومعقدة» وعادة 
يكون من الصعب إيجاد انسيابي أعظمي بمجرد النظر. معظم طرق إيجاد الانسيابات 
الأعظمية تتضمن تحديد مسارات فا للانسياتب (flow-augmenting paths)‏ من ١‏ 
إلى «. وهذه مسارات تتألف كلية من أضلاع موجهة غير مشبعة 2د وأضلاع موجهة ×2 
تحمل انسيابا غير صفري. فمثلاء انظر إلى الشبكة في الشكل رقم .)8.7١(‏ 





الشكل رقم (۸,۲۰) مساراات مو سعة للانسياب . 


اإكتذاء من الاتسياب الصشغرق» فكن أتانتشية مساراك موسعة للاتسياب: 
14 جه 2 a r‏ والتي مک ر اة الال اب لال قق اار2 
وز ج اج جدري ج را والتي يمحكن زيادةالانسياب خلاله بمقدار 2ء 
و۷ ج 7 جاجح ج اج ج نج رن والتى يمكن زيادة الانسياب خلاله بمقدار 1. قيمة 


الانسياب الناتج هي 5 ويكون كما يلى. 


التزاوج ؛ مبرهنه الزواج ؛ ومبرهنة منقر تلع معط TEY Matching, marriage and Menger's‏ 





الشكل رقم )۸,۲١(‏ انسياب أعظمي وقطع أصغري . 


أف الفا بسا ناخ لأسيل اا و اناا ات 
والقطع هو قطع أصغري. 
لقد استطعنا في هذا البند أن نتعرض فقط لبامش هذا الموضوع المهم والعميق ؛ 


وإذا أردت متابعة هذه المواضيع فراجع لولر [17] 316.آ. 


تمارين رقم (9؟) 


(214,1 انظر إلى الشبكة في الشكل رقم (۸,۲۲). 
( أ ) اسرد جميع القطوعات في هذه الشبكة› وأوجند اقا اسيا 
(ب) أوجد انسيابا أعظمياء ثم تحقق من صحة مبرهنة الانسياب الأعظم 


والقطع الأصغر. 





71 3 0 


الشكل رقم (۸,۲۲) 


(۲۹,۲) أعد حل تمرين رقم (۲۹,۱) للشبكة التى في الشكل رقم (۸,۲۳). 





و 


الشكل رقم (۸,۲۳). 


(۹۳) تحقق من صحة مبرهنة الانسياب الأعظم والقطع الأصغر للشبكة في الشكا 
رقم (۷.۸). 
(59.5؟) أوجد انسيابا بقيمة 20 في الشبكة التي في الشكل رقم .)۸.۲٤(‏ هل هو انسياب 





الشكل رقم ٤(‏ 8,7 ). 


(,۲۹) ( أ ) وضح كيف أن تحليل الانسيابات في شبكة لبا عدة مصادر وأحواض 
يمكن اختزاله إلى الحالة المعتادة وذلك باضافة رأس مصدر جديد 


و راس حوض جليد. 


التزاوج ؛ مبرهنة الزواج » ومبرهنة منقر Matching, marriage and Menger's theorem‏ 2225 


(ب) وضّح إجابتك للفقرة ( أ ) في الشبكة الموضحة في الشكل رقم (8.55). 
1 23 ) 
W‏ ل 5" 
=X ١‏ م 





.(A, 1 2١ الشكل رقم‎ 


(9,5؟) ( أ ) كيف يمكنك الاختزال للحالة العادية لشبكة استبدلت بعض أضلاعها 
الموجهة بأضلاع بحيث يجري الانسياب في أي من الاتجاهين» وأعطيت 
بعض الرؤوس سعات تدل على الانسياب الأعظمي المسموح بمروره 
خلال تلك الرؤوس؟ 
(ب) وضّح إجابتك للفقرة ( أ ) في الشبكة الموضحة في الشكل رقم .)۸.۲١(‏ 
: 






(3) 5 
الشكل رقم (A, T1)‏ 
(79.9)* بين كيف يمكن استخدام مبرهنة الانسياب الأعظم والقطع الأصغر لإثبات 


( أ ) مبرهنة هول ؛ 
(ب) مبرهنة ۸,۸ حول العروض المشتركة. 


لمل لار 


الماتروبدات 


Matrolds 


من أهم النعم الحياتية» الاستقلال. 
Edward Gıbbon‏ 


سنبحث في هذا الفصل تشابها غير متوقع بين بعض النتائج في نظرية الرسومات وما 
يناظرها في نظرية العروض» كما اتضح من التمرينين رقمي )٩.۱۱(‏ و (2»)757.8 أو 
من التمرينين رقمي )4,١5(‏ و (51.4). ولبذا الغرض نقدم فكرة الماترويد» والتي 
درسها أولا هاسلر ويتني Hassler Whitney‏ في بحثي رائد في عام 19750م. وكما 
سنرى» فإن الماترويد هو مجموعة معرف عليها بناء استقلال » حيث تعمم فكرة 
الاستقلال هذه الاستقلال في الرسومات» كما هو معرف في تمرين رقم (6,۳)› 
وكذلك الاستقلال الخطي في الفضاءات المتجهة. أما الرابط مع نظرية العروض 
فيوضحه تمرين رقم (51,8). 

نعرف في البند ۳۲ الثنوية في الماترويدات بطريقة توضح التشابه بين خواص 
الدورات ومجموعات القطع في رسم. وبالتالي فإن ذلك التعريف غير البدهي للرسم 
الثنوي ا جرد لرسم ما والمعطى في البند ٠١‏ يظهر كنتيجة بدهية لثنوية الماترويد. وسنبين 


۲٥١ 


or‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


في البند الأخير كيف يمكن استخدام الماترويدات لإعطاء براهين "سهلة" لنتائج في نظرية 
العروض» ونختم ببرهانين يتضمنان فكرة الماترويدات لإثبات نتيجتين عميقتين في 
نظرية الرسومات. سنذكر نص النتائج خلال هذا الفصل بدون إثبات كلما كان ذلك 
مناسبا. ويمكن الحصول على البراهين الحذوفة في أوكسلى [34] 0:1 أو ويلش طءاء۷ 


.]37[ 


Introduction to matroids مقدمة للماترويدات‎ 

عرفنا في البند 4 الشجرة المولدة في رسم مترابط © على أنها رسم جزئي مترابط 
من © لا يحوي دورات ويشمل كل رأس فى ©. لاحظ أنه لا يمكن لشجرة مولدة أن 
تحوي شجرة مولدة أخرى كرسم جزئي فعلي. رأينا كذلك في تمرين رقم )1,١١(‏ أنه 
إذا كان :8 و د شجرتين مولدتين للرسم 6 و ء ضلعا في :8 فإنه يوجد ضلع / في ,8 
بحيث إن (7) لا((16-,8) (وهو الرسم الناتج من ,8 بعد تبديل © بالضلع ) يكون 
ایشا شج رة موللة لالرسم 18 

النتائج المقابلة في نظرية الفضاءات المتجهة وفي نظرية العروض تظل صحيحة. 
إذا كان 7 فضاءً متجها وإذا كان ,8 و :8 أساسين ل 7 و » عنصرا في 8» فعندئل يوجد 
عنص ر/ في :8 بحيث إن ) دا((12-,8) هو ا 585 ل 7. وتتضح النتيجة المناظرة في 
نظرية العروض من تمرين (51.8). 

إن هذه اللأمقلة ففرا لاسلا أو تم يلب لمات ويد 

يتألف الماترويد 21 (08010) من مجموعة منتهية غير خالية # وتجمع غير خالي 
8 من مجموعات جزئية من 8» تدعى أساسات (08566) » وتحقق الخاصيتين التاليتين : 

81 موي اسا اسا قرا لا فيليا 


TET Matroids الماترويدات‎ 


أ(ب) إذا كان ,8 و :8 أساسين» و ٤‏ أي عنصر في ,8» فإنه يوجد عنص ر/ في 8 
بحيث إن ) دا(زء1-,8) هو اشا أساس. 

وبالاستخدام المكرر للخاصية أ(ب) فإنه يمكئنا بسهولة إثبات أن أي أساسين 
لماترويد 34 يكون لہما نفس عدد العناصر (انظر تمرين رقم .)٠,١‏ يدعى ذلك العدد 
برتبة 14 (16ة). 

وكما أشرنا إليه أعلاهء فإنه يمكن ربط الماترويد بأي رسم © وذلك بجعل 8 
مجموعة أضلاع © وبأخذ أضلاع الغابات المولدة ل © كأساس. ولأسباب سنعرفها 
لقا : يسمى هذا الماترويد بماترويد الدورات (536:010 عاعنء) ويرمز له بالرمز (11)6. 
بالمثل» إذا كانت ع مجموعة منتهية من المتجهات ف فضاء متجه 7» فإنه يمكن تعريف 
ماترويد على 8 بأخذ جميع المجموعات الجزئية من × المستقلة خطيا والتي تولد نفس 
الفضاء الجزئي الذي تولده 2 واعتبارها كأساس. يسمى الماترويد الذي نحصل عليه 
بهذه الطريقة بالماترويد المتجه (3801010: 76»10). وسنتعرض لثل هذه الماترويدات 
لاحقا. 

نقول عن مجموعة جزئية من 8 إنها مستقلة (4هع0هءم»0م1) إذا كانت محتواة في 
أساس ما للماترويد 34. ولماترويد متجه فان مجموعة جزئية من 8 تكون مستقلة متى ما 
كانت عناصرها مستقلة خطيا كمتجهات ف الفضاء المتجه. وبالنسبة لماترويد الدورات 
(1)6 لرسم 6©: فإن المجموعات المستقلة هي تلك المجموعات المكونة من أضلاع © 
الى لا تحوي دورة- أى»: مجموعات أضلاع الغابات المحتواة في 6. 

وحيث إن أساسات 324 هي مجموعات مستقلة أعظمية (أي: تلك المجموعات 
المستقلة غير الحتواة في مجموعة مستقلة أكبر منها)» فان الماترويد يتحدد تماما بتحديد 
مجموعاته المستقلة. ومن الطبعي أن نسأل عما إذا كان هناك تعريف مبسط لاترويد 


5ه ؟ مقدمة في نظرية الرسومات 


بدلالة مجموعاته المستقلة. مثل هذا التعريف معطى أدناه. وبرهان التكافؤ بين هذا 
التعريف والتعريف المعطى أعلاه موجود في ويلش [37]. 

يتألف الماترويد /1 (020:010) من مجموعة منتهية غير خالية # وتجمع غير خالي 
[ من مجموعات جزئية من 8 (تسمى مجموعات مستقلة 4هء0معمءلم1() تحقق الخاصيتين 
التاليتين : 

١(6‏ ) أئى مجموعة جرئية من جموعة مستقلة تكون مستقلة: 

م(ب) إذا كانت 1 و ل مجموعتين مستقلتين بحيث |71<|1|» فإنه يوجد عنصر © 

ينتمي إلى J‏ ولا ينتمي إلى 7 بحيث إن (©1 دا 1 تكون مستقلة. 

بهذا التعريف » فإن الأساس يعرف على أنه جموعة مستقلة أعظمية. إذن يمكن 
تكرار استخدام الخاصية م(ب) لإثبات أنه يمكن تمديد أي مجموعة مستقلة لتصبح 
أساسا. 

إذا كان (,8)-/مة ماترويدا معرفا بدلالة مجموعاته المستقلة: فنقول إن مجموعة 
جزئية من £ تكون مرتبطة (06»06806814) إذا لم تكن مستقلة. ونسمي المجموعة المرتبطة 
الأصغرية دورة (©كلز»). إذا كان (1)6 ماترويد الدورات لرسم 6 » فإن دورات (71/)6 
هي بالضبط دورات ©. وحيث إن امجموعة الجزئية من × تكون مستقلة إذا وفقط إذا لم 
نحو دورات فإنه يمكن تعريف الماترويد بدلالة دوراته. مثل هذا التعريف: والذي يعمم 
النتيجة في تمرين رقم )0,1١(‏ إلى الماترويدات» معطى في تمرين رقم .)١١,۷(‏ 

وقبل الخوض ف بعض الأمثلة عن الماترويدات : تعطى "تعريقا ارا للماترويذ. 
وهذا التعريف» والذي يأتي بدلالة دالة الرتبة » هو أساسا ذلك التعريف الذى وضعه 


٥ Matroids الماترويدات‎ 


إذا كان ,)علا ات ودا ر بدلالة مجموعاته المستقلةء وإذا كانت ۸4 
مجموعة جزئية من £ فإن رتبة 4 (عاسهه»): والتي يرمز لما بالرمز (7)4:» هي عدد 
عناضر كر تجموهة مسققلة شرا ق يه الاسظ أن الرجبة العرفة مسيقا للماترويد ا 
تساوي (28)”. 

وحيث إن أي مجموعة جزئية 4 من 8 تكون مستقلة إذا وفقط إذا كان |4|-(/)7, 
فيمكننا تعريف الماترويد بدلالة دالة رتبته. 
مبرهنة رقم .)4,١(‏ يتألف الماترويد من مجموعة منتهية غير خالية 6 ودالة ذات قيمة 
صحيحة ۲ معرفة على مجموعة المجموعات الجزئية من ۴» وتحقق : 

ر(أ) |4 |> (ل)” > 0 لكل مجموعة جزئية 4 من 8 ؛ 

ر( )ذا كانت C E‏ 8 4 : فان (8)” 5 F(A)‏ 

ر(ج) لأي 8,4 د .r(AUB)+r(ANB) sr(4)+r(B) «E‏ 
ملاحظة. هذه المبرهنة تعمم النتائج في تمرينين رقمي )1.1١5(‏ و (51,4) ودلك 
للماترويدات. 
البرهآن. تقرش رلا أ ¥ ماترويد معرق .بدلالة تجموعاته الممينقلة. وثرغب في إثيات 
الخواص ر( أ )- ر(ج). الخاصيتان ر( أ ) و ر(ب) واضحتان. لإثبات ر(ج): لیکن × 
أساسا (مجموعة جزئية مستقلة أعظمية) للمجموعة 408 . با أن × مجموعة جزئية 
مستقلة في 4» فيمكن تمديد × إلى أي أساس ۲ في 4» ومن ثم (بطريقة مشابهة) إلى 
أساس 2 في 8 دا4 . بما أنه من الواضح أن (۲- 2) دا × مجموعة جزئية مستقلة في 


8 فينتج أن 
r(B) > r(X U(Z - 7))‏ 
|2 + ام - 
AU B)-r(4)‏ )رج 4 = 


كما هو مطلوب. 


دم ؟ مقدمة في نظرية الرسومات 


نکس + یکن افا ماتروينا عرفا بات فاق رة ج ولتعرف ر 
جزثية 4 من £ بحيث تكون مستقلة إذا وفقط وإذا كان |4(=|4).. إذن من السهل إثبات 
الخاصية م( أ ) الآن. ولإثبات م(ب)» لتكن 1 و ل مجموعتين مستقلتين بحيث إن 
الا<اناء ولنفرض أن / = ([ء) دا ١)1‏ لكل عنصر » ينتمي إلى ل ولا ينتمي إلى 1. إذا 
كان © و ر عنصرين من هذا النوع » فإن 

r([u{e} u{f}) > r(I د‎ 12( + )1-171(-7)1(- Kk 
ومنه ينتج أن ۸ = ([/) د [6) د 7). نستمر الآن في هذا الإجراء» ونضيف عنصرا‎ 
واحدا من ل في كل مرة. ولانة عند كل مرحلة الرتبة هي )» نستنتح أن‎ 155 
دا ۲)1 وعليه (باستخدام م(ب)) فإن ۸> (27)7 وهذا تناقض. إذن‎ /(- ۸ 
يوجد عنص ر/ ينتمي إلى 7 ولا ينتمي إلى 1 بحيث إن ادع 211 ف ارقو زر‎ 

نختم هذا البند بتعريفين إضافيين. نعرف العروة (م100) في ماترويد 24 على أنها 
عنصر ‏ في £ يحقق 0-((7)16» ونقول عن زوج من عناصر (7©) £ إنه زوج من عناصر 
متو از ية ٤ (parallel elements)‏ 4 إذا كان 1-((/رء))” ونحيث إن کله تھا غ وة 
لاحظ أنه إذا كان 74 ماترويد الدورات لرسم 6» فإن العروات والعناصر المتوازية فى /1 
تناظر العروات والأضلاع المتكررة في 6. 


تمارين رقم (۳۰) 


(20 لتکن (ء,4ن,56,ه)-5. أوجد ماترويدات على £ بحيث يكون 
( أ ) # هو الأساس الوحيد ؛ 
(ب) المجموعة الخالية # هي الأساس الوحيد ؛ 


YoY Matroids الماترويدات‎ 


(ج) الأساسات هي تلك المجموعات ال حزئية من 8 التى حوي بالضبط ثلاثة 
عتا 
لكل ماترويد» اكتب المجموعات المستقلة والدورات (إن وجدت) ودالة 
الرتبة. (سيّحل هذا السؤال ف البند القادم.) 
(9؟.٠‏ 8ت ليكن :6 وة الرسمين الموضحين في الشكل رقم (4.1). اكتب الاساسات 
والدورات والمجموعات المستقلة لماترويدى الدورات (,14)©6 و (:140. 





الك و11 قم 


)۳٠١۳(‏ ليكن 4 الماترويد على المجموعة (#4ج,5,ه)-5 والذي أساساته هي (ط,ه)ء 
{ad} « {a,c}‏ (ء,طاء (5,4)» (4ن1. اكتب دورات 34»: واستنتح أنه لا يوجد 
رسم © بحيث يكون 14 هو ماترويد الدورات له. 
(5)0.5 لتكن (1,2,3,4,5,6)=£ و (وكروكروكروكرر5)-7 حيث .(1,2]-30-32 
(1,4,5,6)-:5 ,(2,3) -ولتوق. 
( أ ) اكتب العروض الجزئية ل ۶ وتحقق من أنها تشكل ا مجموعات المستقلة 
لاترويد على ل. 


(ب) اكتب أساسات ودورات هذا الماترويد. 


” مقدمة ف نظرية الرسومات 


(6") استخدم الخاصيتين أ( أ ) و أ(ب) لإثبات أن 
() كل أساسين لاترويد على مجموعة £ لبما نفس العدد من العناصر ؛ 
(نب) إذا كانت كرت 2 فإن أى مجموعتين جزئيتين مستقلتين أعظميتين في 4 


يكون لهما نفس العدد من العناصر. 
(1.) وضح كيف يمكن تعميم تعريف النظام الأساسي للدوراتك ق رس ليشعل 


(0.») أثبت أنه يمكن تعريف الماترويد كما يلى : 
يتألف الماترويد 14 (8010دم) من مجموعة منتهية غير خالية 8: و تجمع © من 
مجموعات جزئية غير خالية من 8 (تسمى دورات وهاءلزه) وتحقق الخاصيتين 
التالىتن : 
دأ ) لا يوجد دورة تحوي فعلياً دورة أخرى ؛ 
د(ب) إذا كانت ,© و © دورتين مختلفتين وکل منهما يحوي عنصرا ©» فإنه 
يوجد دورة ف عا ,0 بحيث لا نحوى 6. 
)۳٠.۸(‏ (1) استخدم النتيجة في تمرين رقم (0.11) لإثبات أن مجموعات القطع في 
رسم تحقق الشرطين د( أ ) و د(ب) في تمرين رقم(/70.7). 
راک اساسا الماترويدات المناظرة للرسمين في الشكل رقم .٠,١‏ 
لكره) ا ا تة اا یناف مناظرة للخوارزمية الشرهة (مبرهنة رقم 4.7) 
ثم أثبتها. 


5 يقصد المؤلف المجموعة الأساسية للدورات المرتبطة بشحرة 7. 


١ 8ه‎ Matrolds الماترويدات‎ 


Examples of matroids أمغلة للماتر ويدات‎ 


سنتناول في هذا البند عدة أنواع مهمة من الماترويدات. 


الماتر 1 يدات التافهة Trivial matroids‏ 
لتكن 8 مجموعة منتهية غير خالية» بإمكاننا تعريف ماترويد على 8 بحيث تكون 
المججموعة الخالية # هى المجموعة الوحيدة المستقلة فيه. يسمى هذا الماترويد بالماترويد 


.0 ورتبته‎ »٤ على‎ )T via natr014( التافه‎ 


الماتر ويدات المتقطعة Discrete matroids‏ 
وفى الجهة المقابلة» هناك ما يسمى بالماترويد المتقطع )discrete matroid)‏ على 


أساس واحد فقط » وهو ٤‏ نفسهاء ورتبة أي مجموعة جزئية 4 هي عدد عناصر 4. 


الماتر ويدات المنتظمة Uniform matroids‏ 

إل الأمثلة السابقة هي حالات خاصة من الماترويد المنتظم من درجة ۸ (-6/ 
(uniform matroid‏ على 5312 والذي ااه هي قلاف الخو عات الحزئية رر E‏ التي 
نحوى بالضبط ۸ عنصر ؛ إن الماترويد التافه على 86 هو منتظم من درجة 0» والماترويد 
امتقصع هو منتظم من درجة |5|. لاحظ أن المجموعات المستقلة هي تلك المجموعات 
الجزئية من £ والتى لا يتجاوز عدد عناصرها 4: وأن رتبة أى مجموعة جزئية 4 هي إما 
4| أو #: أيهما أصغر. 

وقبل تطوير الأمثلة المعروضة في البند السابق» فإننا تقول إن ماترويدين 14 و 


,1 متماثلان (عنطم«محههؤذ) إذا كان هناك تقابل أحادى بين جموعتي بنائهما ا و د٤‏ 


ھ1 مقدمة في نظرية الرسومات 


بحيث يحافظ على الاستقلال. وعليه» فإن مجموعة من عناصر ۴ تكون مستقلة في 14 
إذا وفقط إذا كانت مجموعة العناصر المناظرة في :5 مستقلة في :24. فعلى سبيل المثال؛ 
ماترويدات الدورات للرسومات الثلاثة في الشكل رقم (۹.۲) هي كلها متماثلة. لاحظ 
أنه , بالرغم مع أن تخاثل الماترويدات يحافظ على الدورات ومجموعات القطع وعدد 
الأضلاع في رسم» إلا أنه لا يحافظ بالضرورة على الترابط » وعلى عدد الرؤوس» أو 
درجاتهم. 

8 ومس 

مي 


لم هه ه | . 
ارو r‏ 


e e‏ سيا بم 


الشكل رقم (4,7) ماترويدات الدورات هذه السومات متماثلة . 


وباستخدام هذ التعريف للتماثل» يمكننا تعريف الماترويدات الرسمية 


والماترويدات القابلة للتمثيل وماترويدات العروض. 


الماتر ويدات الر جيه 5 Graphic‏ 

كما رأينا في البند السابق» يمكننا تعريف ماترويد (146 على مجموعة أضلاع 
رسم € وذلك 8 دورات 6 كدورات لار زىك يسمى (11)6 ماترويد الدورات 
matroid)‏ عاءلا») للرسم © ودالة رتبته هي رتبة مجموعة القطع & (انظر تمرين رقم 
57) من الطبعى أن نسأل عما إذا كان ماترويد ما ٨1‏ هو ماترويد دورات لرسم ما 


بمعنى ) هل يوجد رسم © بحيث يكون /1 ماثلا ل (۸1)6؟ تسمى مثل هذه الماترويدات 


١1 Matroids الماترويدات‎ 


بماتر ويدات رسمية (28)20105 ءiطموإع)‏ » وسنعطى توصيفا لتلك الماترويدات في البند 


القادم. مغلا ؛ الماترويد 14 المعرف على (1,2,3) والدي all‏ 11421 د 1131 sk‏ 
ماترويد رسمى تماثل لماترويد الدورات للرسم الذى في الشكل رقم (4) وتا 
مثال بسيط لاترويد غير رسمي وهو الماترويد المنتظم من درجة 2 على مجموعة مكونة 
من أربعة عناصر (انظر تمرين رقم 70.7). 

لخي !ا 





3 
الشبكل رقم (۳,). 
الماتر ويدات الر سمية المشار كة Cographic matroids‏ 
ليقن © رسا ما. إن ماترويد الدورات (146 ليس الماترويد الوحيد الذي يمكن 
تعريفه على مجموعة أضلاع 6. فبسبب التشابه بين خواص الدورات ومجموعات القطع 
في رسم ماء فتمكتنا بناء ماترؤيد بأخذ مجموعات القطع في © كدورات الماترويد. رأينا 
في تمرين رقم (۳۰,۸) أن هذا البناء يعرف باتزويدا. سسمية ساق وید سوغات القطع 
(24:010ه )cutset‏ في 6 » ونرمز له بالرمز (6)/. لاحظ أنه تكون مجموعة أضلاع في 6 
مستقلة إذا وفقط وإذا لم تحو مجموعة قطع في ©. ونقول عن ماترويد 14 إنه ماترويد 
رسمي مشارك (عنطمهمع0») إذا وجد رسم 6 بحيث إن 11 يماثل (0) 11. وسنفصح عن 
سبب التسمية 'رسمي مشارك ف البند القادح. 


الماتر ويدات المستو به Planar matroids‏ 

الماترويد المستووى ) (planar matroid‏ هو ماترويد يكون رسمهى زرسھی مارك 
٤‏ نفس الوفت. وسنوصح ٤‏ اليد القادم العلاقة باں الماترويدات المستوية والرسومات 
امسو دة. 


1 مقدمة في نظرية الرسومات 


الماتر و يدات القابلة للتمثيل 5 Representable‏ 

ما أن تعريف الماترويد متأثر جزئيا بالاستقلال الخطي في الفضاءات المتجهة 
فحلي أن نبحث تلك الماترويدات التي تظهر كماترويدات متجهة ومرتبطة بمجموعة ما 
من المتجهات في فضاء متجه. بفرض أن /1 ماترويد على مجموعة #. نقول إن 14 قابل 
للتمثيل على حقل ۴ (6©10 8 over‏ eاepresentabا)‏ إذا وجد فضاء متجه 7 على ٣‏ 
وتطبيق 0 من ٤‏ إلى ۷ بحيث تكون جموعة جزئية 4 من 8 مستقلة فى 14 إذا وفقط إذا 
كان © تطبيقا أحاديا على 4 وكانت (6)4 مستقلة خطيا في 7. وهذا يكافرئ قولنا؛ 
إذا تجاهلنا العروات والعناصر المتوازية» أن 24 يكون مماثلاً لاترويد متجه معرّف فى 
فضاء متجه ما على ”. ولعله من الملائم أن نقول إن ۷ ماترويد قابل للتمثيل 
(representable matroid)‏ إذا وجد حقل ما / بحيث إن 14 قابل للتمثيل على /. 

يظهر أن بعض الماترويدات تكون قابلة للتمثيل على كل حقل (الماترويدات 
المعتادة (regular matroids‏ والبعض لا تكون قابلة للتمثيل كل أيه حقل : كما 3١‏ 
البعض تكون قابلة للتمثيل فقط على نوع معين من الحقول. من تلك الماترويدات ذات 
الآهسة الخاصة الماترويدات الثنائية (7126:0105 لاتقساط)اء وهي ماترويدات قابلة 
للتمثيل على حقل الأعداد الصحيحة قياس 2. فمثلاء إذا كان 6 أي رسم فإن ماترويد 
الدورات له (14)6 هو ماترويد ثنائي. ولفهم ذلك» فإننا ندمج كل ضلع في © مع 
الصف المناظر له في مصفوفة الارتباط ل 6» والذي يعتبر متجهاً مركباته تتألف من إما 
0 أو 1. لاحظ أنه إذا شكلت مجموعة من أضلاع 6 دورة فإن الجمع (قياس 2) 
للمتجهات المناظرة يكون 0. 

نسمي الماترويد الثنائي الذي لا يكون وسميا ولا رسيا شارك بماترويد فانو 


5 
سر 


4 76770 والذي سنتعرض له فى نهاية هذا البند. 


۲ Matrolds الماترويدات‎ 


ماترويدات العروض و5لذم اهمد Transversal‏ 

يخبرنا مثالنا القادم عن الرابط بين الماترويدات ونظرية العروض. تذكر من 
التمارين رقم TD‏ ع جب : e‏ أنه إذا كاتف كر ممسوعة هة غير كتالبة وإذا 
كانت (وكر....,72)5 عائلة من مجموعات جزئية غير خالية من ٤ء‏ فإنه يمكن اعتبار 
العروض الجزئية من 7 على أنها المجموعات المستقلة في ماترويد على 8؛ ويرمز له 
بالرمز (747 أو (,ك.....:2)5. نسمى أي ماترويد نحصل عليه بهذه الطريقة (من أجل 
اختيار مناسب ل £ و 7) بماترويد عروض (138]014 43857»1531). على سبيل المثال ؛ 
الماترويد الرسمي أعلاه 4 هو ماترويد عروض على المجموعة (1,2,3) » لأن مجموعاته 
المستقلة هي العروض الجزئية للعائلة 5 وق 15 =5 و 231-:ة. الاحظ أن 
رتبة مجموعةٍ جزئيةٍ 4 من 8 هو حجم أكبر عرض جزئي محتوى في 4. يعطي تمرين رقم 
۵ ا على مائرويد'ليس قاتروية عروض. 

مکن إثبات أن كل ماترويد عروض يكون قابلا للتمثيل على حقل» ولكن 
يكون ثنائياً إذا وفقط إذا كان رسميا. سنناقش بعض النتائج الأخرى المتعلقة 


بماترويدات العروضص ٤‏ السك 9 .١‏ 


قصر وتقليص الماتر ويدات Restrictions and contractions‏ 

في نظرية الرسومات غالباً ما نبحث خواص رسم ما وذلك بالنظر إلى رسوماته 
الجزئية» أو بدراسة الرسم الذى نحصل عليه بعد تقليص بعضص الأضلاع. سنعرف الآن 
الأفكار المناظرة في الماترويدات. 

اذا كان ۸4 ماترويذا معرّقا على جموعة 5 وإذا كانت 4 مجموعة جزئية من 8 


فان قصر (همناء7»5)6:3) 34 على 4» والدی نرمز له بالرمز اند + كنار » فلي أنه 


E‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


الماترويد الذي دوراته هي بالضبط دورات 4 المحتواة في 4. بالمخل» نعرّف تقليص 
(contraction)‏ 4 إلى 4ء والدى یرمز له بالرمز 4 ٠‏ 44 » على أنه الماترويد الذي 
دوراته هي العناصر الأصغرية ٤‏ التجمع nA}‏ €) حيث © دورة في 1 (هناك 
تعريف أسهل معطئ في تمرين رقم 737.7). وبإمكانك التحقق من أن هذين هما حقا 
ماترويدان: وأنهما يناظران حذف وتقليص الأضلاع في رسم ما. نسمى الماترويد الذي 
نحصل عليه من 4 بالقصر و/أو بالتقليص فرعا (إهساه) للماتر ويد /د. 


الماترويدات ثدائية التجرئة والأويلرية 5 Bipartite and Eulerian‏ 


ما أن التعاريف المعتادة 


¥ 
i 


للرسومات ثنائية التجزئة والرسومات الأويلريةء والمعطاة 8 البندين ۳ و 6 ھی 


8 
لهذا 


نعرف الآن الماترويدات ثنائية التجزئة والأويلرية 


تعاريف غير مناسبة لكي تعمم للماترويدات» فيجب أن نستخدم توصيفات أخرى 
لبذه الرسومات. في حالة الرسم ثنائي التجزئة» نستخدم تمرين رقم (2»)0.7 ونعرّف 
الماترويد تنائي التجزئة ٣٥14(‏ ٤ص‏ ع)ناتيومن8) على أ ماترويد يكون فيه عدد عناصر 
كل دوو عند زُوجنيا. أما اللرسومات الأويلرية فنستخدم اثتيجة رقم (3,) وتعرّف 
الماترويد الأويلري (014غهد سدنهاسظ) على أنه ماترويد على مجموعة 5 إذا كان 
بالإمكان كتابة ‏ كاتحاد دورات منفصلة. لإكمال المعلومة» سنرى في البند القادم أن 
الماترويدات الأويلرية والماترويدات ثنائية التجزئة هما مفهومان ثنويان لبعضهما كما 


هو متوقع من تمرين رقم .)١0,41(‏ 


ماترويدات فانو The Fano matroid‏ 
ماترويد فانو (345010: ممه8) هو الماترويد المعحمرّف على المجموعة 
(5-12,3,4,5,6,7 والذي أساساته هي جميع المجموعات الجزئية من £ المكونة من ثلاثة 


الماترويدات Matroids‏ امنا 


عناصر ما عدا 1,2,43( › (2,3,5)؛ (243,4,6 }4,5,7 › 5,6,1{ }6,7,2{ }7,1,3{. 
يمكن تمثيل هذا الماترويد هندسيا بالشكل الموضح في الشكل رقم (٤.۹)؛‏ الأساسات 
هى بالضبط تلك المجموعات المكونة من ثلاثة عناصر والتي لا تقع على خط. من 
الممكن إثبات أن ۴ ثنائي وأويلري» ولكن ليس سسا أى وسميا مقناركا أي اترؤيد 


عروض أو منتظما. 


1 
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الشكل رقم 05 


تمارين رقم )"١(‏ 


)۳١,١(‏ لتكن (م,ه)-5. أثبت أن هناك بالضبط أربعة ماترويدات (غير متماثلة) على 
ء ومن ثم اسرد أساساتها ومجموعاتها المستقلة ودوراتها. 
)۳١.۲(‏ لتكن 5,0,ه)-5. أثبت أن هناك بالضبط ثمانية ماترويدات (غير متمائلة) على 
15 ومن ثم اسرد أساساتها ومجموعاتها المستقلة ودوراتها. 


05 الى ا باق ا ا 
( أ ) عدد الماترويدات غير المتماثلة على 5 هو على الأكثر ”2 ؛ 
(ب) عدد ماترويدات العروض غير المتماثلة على ± هو على الأكثر ”2 . 
(31 ليكن ,© و د6 هما الرسمان الموضحان في الشكل رقم .)1,١(‏ 
( 1 ) هل (1)6 و (د1)6 هما ماترويدا عروض ؟ 
(ب) هل (6) 11 و (2 1)6 هما ماترويدا عروض ؟ 
(۳۱,۵) أثبت أن ()14 ليس بماترويد عروض. 
(0* أثبت أن كل ماترويد منتظم هو ماترويد عروض. 
"٠0‏ أثبت أن الماترويدين الرسميين 2/4 و (د:30 ليسا بماترويدين رسميين 
مشار كي 
(۳۱,۸) صف دورات ماترويد فانو. 
(1.4”) لیکن ۷4 ماترويدا على مجموعة £» ولتكن 4 د 8 د 8. أت أن 
(Î)‏ كل Mx‏ - 4 »(8 »ا 14 ) ؛ 
)ب( 4 ١ 8( ١ 4= M۰‏ 14). 
)٠.٠١(‏ أثبت أنه إذا كان ١‏ يحقق أياً من الخواص التالية» فكذلك الحال بالنسة 
لأي فرع من /!: 
(أ) رسمي ؛ (ب) رسمي مشارك ؛ (ج) ثنائي ؛ (د ) معتاد. 


الماتر ويدات و الر سومات Matroids and graphs‏ 
سنتناول الآن مفهوم الثنوية في الماترويدات. وهدفنا هو تبيان كيف أن بعض 
النتائج الکن حضلنا حلا ٤‏ السابق تندو اک بدهه عندما ينظر إليها من هده الزاوية. 


1Y Matroids الماترويدات‎ 


سنرى» على سبيل المثال» أن ذلك التعريف العميق للرسم الثنوي الجرد لرسم مستو 
في البند ٠١‏ يأتي كنتيجة مباشرة للتعريف المناظر للماترويد الثنوي. في الحقيقة؛ | 
التعاريف في نظرية الماترويدات لا تعمم نظيراتها في نظرية الرسومات فحسب؛ بل إنها 
ق بسي اللاسيآت نبسطهآآيضًا. 

تذكر أنه بامكاننا تكوين ماترويد (14)0 على مجموعة أضلاع رسم سم © وذلك 
بأخذ مجموعات القطع في © كدورات في (6) ۸ ان م را1 من 
المعقول أن نعرف الماترويد الثنوى بحيث مجعل هذا الماترويد نويا لماترويد الدورات 
.M(G)‏ 

ويمكن عمل ذلك كما لى : إذا كان 14 ماترويداً على مجموعة 8 معرّفا بدلالة 
دالة رتبته» نعرّف الماترويد الثنوي (010)ه 1وس4) 34 ل 14 على أنه الماترويد على E‏ 
والذي دالة رتبته *” تُعطى بالصيغة (/)م - (4 - )"+ | 4 |=(4) ۲ء من أجل 
م د 


سنتحقق أولا من أن ٣"‏ هي دالة رتبة لماترويد على 6. 


مبرهنة رقم .)٩,۲(‏ (7,)- ۸ هو ماترويد على 8. 
البرهان. سنتحقق من صحة الخاضيتين ر( ) و ر(ج) في البند 30 وذلك للدالة *م؛ أما 
إثبات ر(ب) فهو مباشر للغاية (انظر تمرين رقم 1.7 .)١‏ 
لاثبات ر( أ )» لاحظ أن (2)” > ( - 8)م, وعليه فإن |4 |> (4) ”. 
حبق ا اة رجا على اللالة ٣‏ شل على 
A4)‏ - )م + cr(E)+rF(Q) > F(A)‏ 





وعليه فإن |4 |> (ل)” > (4 - ۲)۴ - (2)”. ومنه ينتج مباشرة أن 0 < (4) ” 
ناث ر جا لدینا لكل 4 و 8 E‏ 


۲۹۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


r" (AUB)+r (ANB)=| AUB|+| قحل‎ | +r(E -(AUB)) + r(E (AN B)) ¬ 2r(E) 
-|4|+ | B | +F((E - A) )ام‎ - 8(( + r((E - ط) ب (ك‎ - B))- 2r(E) 


<| 4| + | 8 | +r(E - 4( + r(E - 8) -2r(E) (r (بعد تطبيق ر(ج) على‎ 
=r (A)+r )8( 


وهو المطلوب. // 

بالرغم من أن الس ولب آعاة اله بدو ينها إلا أن أساسات 24 تظهر على أنه 
يمكن وصفها ببساطة شديدة بدلالة أساسات 34»: كما سنشت الآن. 

مبرهنة رقم ).إن أساسات 34 هي بالضبط مكملات أساسات 14. 

ملاحظة. ُستخدم هذه النتيجة غالبا لتعريف /1. 
البرهان. بقع ااا کان و ااا للماترويد الثنوى '34: فإن '5-8 أساس ل 1/1 ؛ 
ونحصل على النتيجة العكسية بعكس الناقشة. با أن 8 مستقلة في ۷ فإن 
(8) =| 8|» وعليه (8)-*5-8)”. يبقى فقط أن نثبت أن “8-8 مستقلة في 24. ولكن 
هذا ينتج مباشرة من حقيقة أن (5)'-('8)'” وذلك باستخدام الصيغة أعلاه من 
أجل *:. / / 

ينتج من التعريف أعلاه أنه» على عكس الثنوية في الرسومات المستوية» فان 
كل ماترويد يكون له ماترويد نوي ؛ وهدا الماترويد الشوي يكون عيذ وينتج أيضا 
مباشرة من مبرهنة رقم (۹.۳) أن الماترويد الثنوي المزدوج (اه/ك عاط««مك) 1 يساوي 
1. وكما سنرى» فان هذه النتيجة الواضحة هي التعميم البدهي للماترويدات في 
المبرهنتين العميقتين رقما )6,١1(‏ و (0,۱۹). 

سفت الان أن ماترويد مجموعات القطع (6) لرسم © هو الماترويد الثنوى 


لماترويد الدورات (۸1)6. 


مبرهنة رقم (4,5). إذا كان © رسما ماء فإن '((©)3)-(14)6. 


۲٦۹ Matroids الماترويدات‎ 


البرهان. بما أن دورات (6) 11 هي مجموعات القطع في ©» فيجب أن نتحقق من أن "0 
تكون دورة في '((1)6) إذا وفقط إذا كانت © مجموعة قطع في 6. 

لرن أولا أن "© هي مجموعة قطع في ©. إذا كانت "© مستقلة في "((1/)0) : 
فاته کن تنديد © لتكون اساسا 6(8 وعلیه فان (*2-8) م "6 يكون 
خاليا. وهذا يناقض مبرهنة رقم )٤.۳(‏ ( أ )» لأن *5-8 هو غابة مولدة للرسم . 
وبالتالى فإن "© مجموعة مرتبطة في '((11)6)» ومن ثم فهي تحوي دورة في ((1/10). 

مخ جه أخرع». إا كانت *8 دورة قى 46۸0(7 فإن 2 غير هواة فى ا 
55 ل '((©11). وعليه فإن "2 تتقاطع مع كل أساس ل (146- أى مع كل غابة 
مولدة للرسم ©. وبالتالی» فإنه باستخدام تمرين رقم )1.٠١(‏ ( آ )» نستنتج أن "7 
تحوي مجموعة قطع. ومنه ينتج المطلوب. / / 

قبل التمعن أكثرء سنتناول بعض المصطلحات الجديدة. نقول إن عناصر 
ماترويد 24 تشكل دورة مشاركة (ءاءروهء) ل 34 إذا كانت تشكل دورة في . لاحظ 
أنه » بالتمعن في مبرهنة رقم (4,5)» فإن الدورات المشاركة في ماترويد الدورات لرسم 
6 هى بالضبط مجموعات القطع فى ©. بالمثل » نعرّف الأساس المشارك (»وهدمء) ل M1‏ 
على أنه أساس ل 7ء كذلك بالنسبة للتعاريف الأخرى المناظرة مثل الرتبة المشاركة 
)corank(‏ والمجموعة المستقلة المشاركة )غ¢s «(co-independent‏ ... إ. نقول كذلك إن 
ماترويدا 14 هو ماترويد رسمی مشارك (عنطمهمعم») إذا وفقط إذا كان الماترويد الثنوي 
له ا ماترويدا رسميا. وبالتمعن في مبرهنة رقم (4,5)» فإن هذا التعريف يتوافق مع 
التعريف المعطى في البند السابق. إن السبب وراء تقديم اصطلاح 'مشارك هو أنه يمكننا 
الآن قصر أنفسنا على ماترويد واحد 1 بدون الحاجة للتعرض للماترويد الثنوي '11. 
ولتوضيح ذلك »؛ سنثبت المبرهنة المناظرة لمبرهنة رقم )٤.۳(‏ وذلك بالنسبة للماترويدات. 


VY ٠‏ مقدمة في نظرية الرسومات 

مبرهنة رقم .)۹.٥(‏ كل دورة مشاركة في ماترويد تتقاطع مع كل أساس. 

البرهان. تک 6 دوره مشاركة ف ماترويد 4[ 2 ولنمرضص أنه یو حد أسباسن 8 في M‏ 
حمق إن 8م ع مجموعة خالية. إذن "© محتواة في 5-8: وعليه فإن *© دورة فى ۸١‏ 
ومحتواة في أساس ل 1. وهذا تناقض على ضوئه تثبت المبرهنة. / / 

نتيجة رقم (4,1). كل دورة في ماترويد تتقاطع مع كل أساس مشارك. 


البرهان. طبق مبرهنة رقم (4,2) على الماترويد *74. / / 
وباعتماد الماترويدات فاننا نرى أن النتيجت»' 





في مبرهنة رقم )٤,۳(‏ هما ثنويتان 
لبعضهماء فهما نتيجة واحدة. وبالتالي فبدلا من إثبات نتيجتين للرسومات» كما فعلنا 
في البند 9 » فيكفي أن نثبت نتيجة واحدة للماترويدات ومن ثم نستخدم الثنوية. ولا 
يعني ذلك قا للوقت والجهد فقطء بل يعطينا أيضا نظرة أعمق ف العديد من 
المسائل التي تعرضنا لبا من قبل في هذا الكتاب. ومثال على ذلك» التشابه بين خواص 
الدورات ومجموعات القطع. مثال آخرء وهو حصولنا على فهم أعمق للثنوية في 
الرسومات المستوية. 

وكمثال آخر على ما أحدثته الماترويدات من تبسيطات» لنعد إلى تمرين رقم 
1 تمل البرقان الباشر لتلف الشجة هافن سشصلين- اعدهيا السورات 
وآخر مختلف مجموعات القطع. لكن» إذا برهنا ما يناظر النتيجة الخاصة بالدورات 
ودلك بالنسبة للماترويدات كما هو منصوص عليه في تمرين رقم 2»)7١.7(‏ فإنه يمكن 
تطبيقها ببساطة للماترويد (114)0 وذلك لاستنتاج النتيجة المناظرة مجموعات القطع. 
وبالعكس» يمكن استخدام الثنوية لاستنتاج النتيجة الخاصة بالدورات من النتيجة 
الخاصة بمجموعات القطع. 


TV Matroids الماترويدات‎ 


سنوجه اهتمامنا الآن للرسومات المستوية» ونوضح كيف أن التعاريف الخاصة 
بالرسومات الثنوية البندسية والثنوية المجردة لرسم تأتي كنتائج للثنوية في الماترويدات. 
كذلك ثنوي ويتني لرسم ماء والمعطى في تمرين رقم (١١,١٠)ء‏ هو أيضا نتيجة للثنوية 
في الماترويدات» لأن المعادلة المعطاة في ذلك التمرين هي ببساطة إعادة لكتابة الصيغة 
الخاصة ب '” والمعطاة فى بداية هذا البند. 

سنبدأ بالرسم الثنوي الجرد. 
مبرهنة رقم (4.1). إذا كان '© هو الرسم الثنوي المجرد لرسم 6» فإن 1465 يماثل 
.M(G)‏ 
البرهان. بما أن ”€ رسم ثنوي مجرد للرسم ©؛ فإن هناك تقابل أحادي بين أضلاع 6 
وأضلاع ”6 بحيث إن الدورات في © تقابل مجموعات القطع في ”6» وكذلك العكس. 
ينتج الآن مباشرة أن دورات (©44 تقابل الدورات المشاركة في ('146. وعليهء 
باستخدام مبرهنة رقم (4.5)؛: فإن 11659 يماثل (6) /1. 
نتيجة رقم (4,8). إذا كان '© هو الرسم الثنوي البندسي لرسم مستوى مترابط © ؛ 
فإن 1169 يماثل (©) 1/1 
البرهان. ينتح ذلك مباشرة من مبرهنتي (/9,9) و (0,1۷). // 

كما لاحظنا من قبل» فيمكن لرسم مستو © أن يكون له عدة رسومات ثنوية 
مختلفة: بينما للماترويد ماترويد ثنوى واحد فقط. وسبب ذلك أنه إذا كان لدينا 
رسمان ثنويان للرسم © (قد يكونا غير متماثلين)؛: فإن ماترويدي الدورات لہما 
متمائلان. 

نختم هذا البند بالإجابة على السؤال تحت أية شروط يكون ماترويد معطى /1/ 
رسميا؟". ليس من الصعب إيجاذ شروط لازمة: على سيل الغال» ينتج من تقاشينا 


۷1 مقدمة في نظرية الرسومات 


حول الماترويدات القابلة للتمثيل في لفك 93 أن مثل ذلك الماترويدك چب أن يكون 
فاقيا وكذلك: من ارين رقم 61,1 ونقاشتا حول ماتزويد فاتو*اء فاه الا گن 
للماترويد 14 أن يحوى أا من (ي14) 11 أو )K(‏ 31 أو ٣‏ أو ۴ كفرع ولق أثبت تت .77 
T. Tutte‏ أن هذه الشروط اللازمة هي أيضا كافية. إثبات هذه النتيجة صعب 5 ولن 
نستعرضه هنا (انظر ويلش [37]). 
مبرهنة رقم (4,4) (16,1958). يكون ماترويد ما 24 رسميا إذا وفقط إذا كان 
ثنائا ولا يحوي فر ۴ نماثلا ل ()*/1 أو )K5(‏ لا أو 7 أو *1. 


وبتطبيق مبرهنة رقم (4,4) على 14 وملاحظة أن الماترويد الثنوي لماترويد ثنائي 
یکوت اثنائياء فإننا صل حلى شروطا لازعة وكافية للاترويد ما ليكو ماتروينا رمسا 
مكار کا 
نتيجة رقم (۹,۱۰). يكون ماترويد 34 رسميا مشاركا إذا وفقط إذا كان ثنائيا ولا 
يحوي فر 7 YÊ‏ ل M(K;)‏ أو (وئل)لة أو ۴ أو .F‏ 

أثبت نت أيضا أن الماترويد الثنائي يكون منتظماً إذا وفقط إذا لم يحو فرعا اثلا 
للماترويد م أو ۴. وباستخدام هذه النتيجة مع مبرهنة رقم 4.4 ونتيجة رقم 4,٠١‏ 
نستنتج مباشرة مبرهنة الماترويدات التالية والمناظرة لمبرهنة كوراتوسكي (مبرهنة رقم 
وت" 


مبرهنة رقم .)9:1١(‏ يكون ماترويد ما مستويا إذا وفقط إذا كان معتادا ولا يحوى 
فرعا مماثلا ل (34)1 أو (د14 أو الماترويدين الثنويين لہما. 


YT Matroids الماترويدات‎ 


تمارين رقم (۳۲) 


20*7,١(‏ (1) أثبت أن الماترويد الثنوي للماترويد المتقطع هو ماترويد تافه. 
(ب) ما هو الماترويد الثنوي للماترويد المنتظم من درجة # على مجموعة مكونة 
من 7 عنصر ؟ 
(9,9) أوجد الماقرويدات القنوية للهاترويذات الثمائية على الجموعة (,8»)-2: 
والتى حصلت عليهم في تمرين رقم .)١١,۲(‏ 
(2 تحقق من صحة الخاصية ر(ب) في البند ١‏ للدالة ”. 
)۳۲,٤(‏ تحقق من صحة مبرهنة رقم (1,5) للرسم 5. 
)۳۲,٠١(‏ ماهي الدورات المشاركة والأساسات المشاركة لكل من : 
( أ ) الماترويد المنتظم من درجة 3 على مجموعة مكونة من 9 عناصر؟ 
(ب) ماترويدى الدورات للرسمين في الشكل رقم )9,١(‏ ؟ 
(ج) ماترويد الدورات للرسم في الشكل رقم (1,5) ؟ 
(د ) ماترويد فانو ؟ 
(2 أعط مثالا يوضح أنه ليس بالضرورة أن يكون الماترويد الثنوي لماترويد 
عروض أيضا ماترويد عروض. 
(7:0") أثبت أن الماترويد المقلص 4 ٠‏ 314 هو ذلك الماترويد الذي دوراته المشاركة هي 
بالضبط الدورات المشاركة فى 14 والحتواة في 4. 
)۳۲.۸( بعرضص أن © ان دور 6 ای دورة مشاركة في ماترويد»؛ أثنت أن 
#1 "نعم 6 |. 
(هذا تعميم لتمرين رقم ٠,١‏ وذلك بالنسبة للماترويدات) 
(3 9 لیکن مائرويذا ثناقياً على جموعة 5. 


4 مقدمة فى نظرية الرسومات 
() أثبت أنه إذا كان 34 ماترويدا أويلرياء فإن 1 ثنائى التجزئة. 
(ب) استخدم الاستقراء على |5| لإثبات النتيجة المعاكسة. 
(ج) باعتبار الماترويد المنتظم من درجة 5 على مجموعة مكونة من 11 عنصراء 
أثبت أنه لا يمكن حذف الكلمة "ثنائيا". 


Matroids and transversals الماترويدات والعروض‎ 

وضحنا في البند السابق الروابط الوثيقة بين الماترويدات والرسومات. سنتعرض 
الآن للروابط بين الماترويدات والعروض. هدفنا الأول هو تبسيط براهين بعض النتائج 
السابقة في نظرية العروض وذلك باعتبار فكرة الماترويد. 

تذكر أنه إذا كانت £ مجموعة منتهية غير خالية و (,ك.....,ى)2/ عائلة من 
جموعات جزثية غير خالية من » فيمكن اعتبار العروض الجحزئية من 7 كمجموعات 
مستقلة لماترويد (,,14)51....,5 على 5. فى هذا الماترويد› رتبة جموعة جزئية 4 من ٤‏ هي 
حجم أكبر عرض جزئي من 7 محتوى في /. 

مثالنا الأول الذي يوضح استخدام الماترويدات في نظرية العروض هو برهان 
النتيجة التي في تمرين رقم »)۲١.٠١(‏ وهي أنه يكون لعائلة ۶ من المجموعات الجزئية 
من 1 عرض يحوي مجموعة جزئية معطاة 4 إذا وفقط إذا كان 

( أ ) هناك عرض لع ؛ 

(ب) 4 عرض جزئي ل 7. 

من الواضح أن هذين الشرطين هما شرطان لازمان. ولإثبات أنهما كافيان 
نلاحظ أنه» با أن 4 عرض جزئي من ۶› فإن 4 جموعة مستقلة فى ماترويد العروض 


۷0 Matroids الماترويدات‎ 


4 المحدد عن طريق ۴» ومن ثم يمكن تمديدها إلى أساس ل /1. ولأن هناك عرضاً لع 
فإن كل أساس ل 24 يجب أن يكون عرضا ل ۴» ومنه تتضح النتيجة مباشرة. إذا 
حاولت حل تمرين رقم (١٠.51؟١),‏ فإنك ستدرك حجم سهولة مناقشتنا هذه. 

وقبل تبيان كيف يمكن استخدام الماترويدات لتبسيط إثبات مبرهنة رقم (۸.۸) 
والتي تُعنى بوجود عرض مشترك لعائلتين مكونتين من مجموعات جزئية لمجموعة 8: 
سلفبت تعميم مبرهئة هول للماترويدات. تذكر أنه: إذا كانت 2 غائلة مكونة من 
مجموعات جزئية من 5؛ فإن مبرهنة هول تعطي شرطا لازما وكافيا 7 كي يكون لبا 
عرض. كذلك إذا كان لدينا ماترويد على 5 » فمن الطبعي أن نسأل عمًا إذا كان هناك 
شرط مناظر لوجود عرض مستقل (88591581) (independent‏ أ عرض لع بحيث 
يكون أيضا مجموعة مستقلة في الماترويد. المبرهنة التالية» والتى تعرف بمبرهئة رادو 
.)Rado's theorem)‏ نجيب على هذا التساؤل. 


مبرهنة رقم )9,١5(‏ (1942 ,1200). ليكن 11 دان وهنا على مجموعة 8» ولتكن 
(,رك.....5)-7 عائلة مكونة من مجموعات جزئية غير خالية من .٤‏ عندئدذٍ يكون ل 7 
عرض مستقل إذا وفقط إذا كان اتحاد أي + من المجموعات الجزئية ,5 يحوي مجموعة 
مستقلة بحجم ۸ على الأقل » من أجل ”> / > 1. 
ملاحظة. إذا كان 1 الماترويد المتقطع على 5» فإن هذه المبرهنة تصبح مبرهنة هول كما 
هي منصوصة في مبرهنة رقم (۸,۳). 

البرهان. سنقلد إثبات مبرهنة رقم (۸.۳). كما ذكرنا من قبل» الشرط اللازم واضح. 
لإثبات الكفاية: سنثبت أنه إذا حوّت إحدى المجموعات الجرثية (لنقل 5) أكثر من 
عتضير وات فاك كيدا لف عضر فن و8 جدوق أن تات الشرط. وهار عدا 


۲۷٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


الإجراء» سنخفض المسألة في النهاية إلى الحالة التى تكون فيها كل مجموعة جزئية 
نحوي فقط عنصرا واحداء ومن ثم يكون البرهان واضحا. 
يبقى فقط أن نثبت صحة إمكانية الاختزال تلك. لذاء لنفرض أن رى تحوى 


من (س...,2,3) حققان الخاصية |6(>|/4)سم » |7)0(>|8 » حيث 
)3{ - ركاب (JS,‏ = م u) E‏ ركل) = 
ادن 


(PAD) Sr USI و‎ PUY r JS, iS) 


jeANB jeAuB 
الآن؛‎ 
| 4|+| 8 <ز‎ r(P)+ »)0( 
<> ممم دز امام‎ 0( 
>r) Js, (ركل) )”+ ركب‎ 
jeAuB jeAnB 
(باستخدام شرط هول)‎ < )| 4 0 8| +1(+ | 40 8 | 
=| 4|+| B| +1 
/ / ومنه يظهر التناقض المطلوب.‎ 


وبتقليد برهان نتيجة 2.26 حصل مباشرة على النتيجة التالية. 


نتيجة رقم ال" باستخدام الترميز أعلاه. يكون 7 عرض جزئي مستقل بحجم 
؛ إذا وفقط إذا كان اتحاد أي ۸ من المجموعات الجزئية ,5 يحوي مجموعة مستقلة بحجم 
۸+۴ على الأقل. 


TVY Matroids الماترويدات‎ 


بإمكاننا الآن باستخدام فكرة الماترويد إعطاء إثبات لمبرهنة رقم (۸.۸) والمتعلقة 


بوجود عرض مشترك لعائلتين مكونتين من مجموعات جزئية من مجموعة ما. 


مبرهنة رقم (۸,۸). لتكن 8 مجموعة منتهية غير خالية» ولتكن (,كب....ر5)-7 
و(71....,7)-9 عائلتين من مجموعات جزئية غير خالية من 8. عندئذٍ» يوجد هناك 
عرص ر لي ۴ و © إذا وفقط إدا كان لكل المجموعات الجزئية 4 و 8 من 


(1,2,....7#) فان 0 - 41-12 Je‏ رتلا ادعلا 
jeB‏ معن 
البرهان. ليكن /1 الماترويد الذي مجموعاته المستقلة هى بالضبط العروض الحزئية للعائلة 
7. وبالتالي فإن 7 و © لهما عرض مشترك إذا وفقط إذا كان هناك عرض مستقل ل ©. 
باستخدام مبرهنة رقم :)91,١7(‏ يكون هذا هو الحال إذا وفقط إذا كان اتحاد أي » من 
ا مجموعات :7 يحوي مجموعة مستقلة بحجم + على الأقل من أجل 9# 2 >1 : معتى 
إذا وفقط إذا كان اتحاد أي م من المجموعات 7 يحوى قوسا ڑا لِ 7 بحجم ۸. تصبح 
المبرهنة واضحة الآن بعد الاستعانة بنتيجة رقم (۸.0).// 
نختم ببعض النتائح المتعلقة باتحاد الماترويدات. إذا كانت M,04,....14‏ 
ماترويدات على فس ا#ضوعة ىه قامكاتا تيف فاويد ج ديد 
آل ن١...‏ نا 4ل دا ,84 : يسمى اتحاد («هاصں) هذه الماترويدات» وذلك باعتبار أن 
مجموعاته المستقلة هي جميع الاتحادات الممكنة مجموعة مستقلة في 14؛ مع مجموعة 
مستقلة ف جنار ع مع ...؛ مع مجموعة مستقلة في 14. المبرهنة التالية تعطي رتبة هذا 
الماترويد» ويمكن مراجعة برهانها في ويلش [37]. 


۷۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة رقم (4,15). إذا كانت 3:.....14 ماترويدات على مجموعة £ ودوال رتبها 
هي ...رده فإنَ دالة. الرتبة ل يكآب...ن)ة تعطى بالصيخة 
min )4( + ... +” )4(+ | X - 4|}‏ = (2)” حيث يؤخذ هنم على جميع 
المجموعات الحزئية 4 من ×. 
ولبذه المبرهنة نتائح مفيدة كما يتضح أدناه. 

نتيجة رقم .)4,٠١(‏ ليكن 11 E0‏ عندئلٍ» يحوي 1۸ من الأساسات المنفصلة 
إذا وفقط إذا كانء لكل مجموعة جزئية 4 في 17 (1 )سا <| 4 - E‏ | +(4 ):17. 
البرهان. يحوي 434 من الأساسات المنفصلة إذا وفقط إذا كانت رتبة اتحاد ) نسخة من 
الماترويد 24 هي على الأقل (6)8. تصبح النتيجة الآن واضحة مباشرة من مبرهنة رقم 
KT‏ 


نتيجة رقم ( 2 ليكن 11 مام زيل عنذئل: کن التعبير عن 2 كاماد + من 
المجموعات المستقلة إذا وفقط إذا كان» لكل مجموعة جزئية 4 في كل» |4 |< (7)4/. 
البرهان. في هذه الحالة » رتبة اتحاد # نسخة من الماترويد 24 هي |2|. إذن ينتج مباشرة من 
مبرهنة 9,١5‏ أن | ٤‏ |<| ل - 2 | +(4,)/ » وهو المطلوب. 

وإذا طبقنا هاتين النتيجتين الأخيرتين على ماترويد الدورات (1)6 لرسم 6» 
فإننا حصل بسهولة على الشرطين اللازمين والكافيين لرسم © كي يحوي 4 من الغابات 
المولدة المنفصلة فليا وكذلك لرسم © كي يمكن مجزئته إلى ۾ من الغابات. ولاأنه 
ليس من السهل الحصول على هاتين النتيجتين باستخدام الطرق المباشرة» فإننا نكون 
قد أوضحنا مرة أخرى قوة الماترويدات فى حل المسائل فى نظرية الرسومات. 


الماترويدات Matroids‏ ۷۹ 
مبرهنة رقم (4,۷). يحوي رسم © + من الغابات المولدة المنقصلة ضلعيا إذا وفقط 


إذا كان لكل رسم جزئي ۸1 من ۰G‏ ( ۸)1 - ( ۸)6 > ((5)1 - (۸)))6 حيث 
() و (6)” يرمزان لعدد أضلاع ۲1 و 6» على الترتيب. 


مبرهنة رقم (۹,۱۸). يمكن تجزئة رسم © إلى ٭ من الغابات إذا وفقط إذا كان» لكل 
رسم جزئي [1 من »G‏ (7:)11 < (12)11. 


تمارين رقم (7") 


)۳,١(‏ محقق من صحة مبرهنة رادو عندما يكون 14 ماترويد فانوء 


(0 تحقق من صحة نتيجة رقم (4,15) عندما يكون 14 الماترويد المنتظم من درجة 


)۲٠۳(‏ تحقق من صحة نتيجة رقم )۹.1١(‏ عندما يكون /1 الماترويد المنتظم من درجة 
4 على جموعة مكونة من 9 عناصر. 
اح # 
)۳۳,١(‏ أعط برهانا بديلا لمبرهنة رقم (؟١,3)‏ وذلك بتحوير إثبات هالموس - فوغان 
لبرهنة هول. 


)۳۴٥(‏ آثبت أن ماترويدا ۸4 يكون ماترويد عروض إذا وفقظ إذا كان بالأمكان 
التعبير عن 34 كاتحاد ماترويدات دات رتية 1. 
( أعط نتائج ثنوية لمبرهنتي رقما(4.17 و4,18) وذلك للحصول على 


نتيجتين أخريين فى نظرية الرسومات. 
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Appendix ملحل‎ 


يحتوي هذا الجدول على عدد الرسومات والرسومات الموجهة لأنواع مختلفة من 
الرسومات والتى لپا 71 رأس ع ودلك من أجل .A=l,...,8‏ ولقد وار الأعداد 


الأكبر من مليون بصيغة مقربة إلى خانة مهمة واحدة. 


اع الوؤسم 

الرسومات البسيطة 
الرسومات البسيطة المترابطة 
الرسومات البسيطة الأويلرية 
الرسومات البسيطة الباملتونية 
الأشجار 

الأشجار الل 

الرسومات الموجهة البسيطة 
الرسومات الموجهة البسيطة 
المترابطة 

الرسومات الموجهة البسيطة 
المترابطة بقوة 

التصفيات 


4 3 2 1 =p 
1 | 4 2 [ 
6 2 1 1 
ا‎ 1 0 [ 
3 1 0 [1 
2 1 1 1 
16 3 1 1 
215 16 3 1 
199 13 2 [ 
53 3 4د‎ 1 
1 


هم" 


5 


34 


2 [ 


4 


5 


3 


125 


9608 


9364 


2008 


8 7 i 


12346 1044 1 56 
11117 853 112 
184 37 8 
6020 383 48 
23 | [ 0 


262144 | 6807 1 296 


~ 2%10 9%10 ~20 


2%10“ 910 0 


ZK 710° 5 


6880 456 56 


حلول لبعض التمارين المختارة 


Solutions to selected exercises 


الفصل الأول 
(1.) (أ) هناك 5 رؤوس و 8 أضلاع ؛ درجة كل من ۶ و 7 هي 3» درجة كل من 
0 و 5 هي 4: درجه ٣‏ هي 2. 
(ب) هناك 6 رؤوس و 5 أضلاع ؛ درعنة. كل عن هه قن هن ۴ شق !ا 


(,۱) (أ) درجة كل رأس ذرة كربون هي 4 ودرجة كل رأس ذرة هيدروجين هي 1. 


(ب) الرسمان كما يلى : 


5 
CTT‏ 1 ا 
ظ ولمع هم عمسو 
3 ظ 
وال ان | | | | 
H H H H E 35 ©‏ 
"ذا نك" بي سر 
H HH H‏ 


TAY 


نيل حلول لبعض التمارين المختارة 


(1:5الرسم الال يوضم رسا مقابياً: 


Jane 05ل‎ 





® Jean 


Joe 001 Joan 


الفصل الثابئ 
E(G)={Ux, 140,112 VX, Vy, V2, WX, Wwy,wz} ¢ VP(G)={u,v, wxy,z} (¥,1)‏ ¢ 


.E(G)={lp,lq,lr,mp,mq,mr,np,nq,nr} + V(G)={[m,n,p,q,r } 


9 )() بالإمكان تعليم الرؤوس كما يلي : 


َ۴ 
د دونع سس ص م 1 1 
0-5 7 يذ | 





(ب) في الرسم الأول لا يوجد رأسان متجاوران درجة كل منهما 2: أها 3 
الرسم الثاني فهناك زوجان من تلك الرؤوس. وبما أن التماثل يحافظ على 


حلول لبعض التمارين المختارة A“‏ 


(۲,۷) الرسم 5: متتالية الدرجات (1,1,1,3)؛ مجموع الدرجات=6» عدد الأضلاع= 3 ؛ 
الرسم 6 : متتالية الدرجات (1,1,2,2)؛ مجموع الدرجات- 6» عدد الأضلاع- 3؛ 
الرسم 7 متتالية الدرجات (1,2,2,3) ؛ مجموع الدرجات- ٠8‏ عدد الأضلاع - 4 ؛ 
الرسم 8: متتالية الدرجات (2,2,2,2)؛ مجموع الدرجات- 8» عدد الأضلاع- 4 ؛ 
الرسم 9: متتالية الدرجات (2,2,3,3)؛ مجموع الدرجات= 10» عدد الأضلاع- 5 ؛ 
الرسم 0 متتالية الدرجات (3,3,3,3) ؛ ‏ مجموع الدرجات= 12» عدد الأضلاع- 6؛ 


في كل حالة» مجموع الدرجات يساوي ضعف عدد الأضلاع. 


(١١,؟)‏ الدورتان اللتان لبما 5 رؤوس و 6 رؤوس. 








U 1 OF 0 0 0 0 0 
1] 0 1 0 0 1 )0 0| 
A= 0 1 0 2 M= 0 آ] 21 ف‎ Chi 
0 0 2 0 1 0 1 1 
E كه‎ TF 1 1 0 0 0 
(۳,١( 
3 
) [ 1 
إه/‎ ٠» و‎ 
5 75 » ووه‎ 
i (v( 





2 E 555 E ف‎ lJ FE OEY 


٠‏ ۲۹ حلول لبعض التمارين المختارة 
(,) الرسومات المنتظمة : 1 ,2 ,4 ,8 ,10 ,31,18 ؛ 


الرسومات ثنائية التجزئة : 2 ,3 ,5 ,6 ,8 ,11 ,12 ,13 ,17 ,23. 


فو ان تمانية من تلك الرسومات : 


شه هه 
| ۴ 3 : 1 أو ١‏ ر 


35 
3 








(0) هناك عدة حلول ممكنة› وكل منها هو تحوير للحل المعطى ف المثال احلول. من 
هذه الحلول : 





حلول لبعض التمارين المختارة ۲4۱ 


(0,) يوضح الشكل التالي مثل ذلك التجمع» حيث إن مدلول الخطوط المتصلة 





o 1‏ مر 
ET e:‏ 
a ET 1‏ : 8 8 م عم 8 : 8 
00 © ® © 0 ©©© وم 
| إت ١ | ١١ Jé‏ | 
ا / , : ١‏ | 
2 کت 32 يوسي 
2 ل سس © © ف« ® )© 3 
, : 5 ع 5 ع ب ف 1 


7) الرسم 4 مكعب 3 مكعب 2 مكعب 1 مكعب 


وفيما يلي زوج من الرسومات الجزئية 470 و 42 وحل مناظر؛ وهناك عدة 





۹۲ حلول لبعض التمارين المختارة 


الفصل الثالث 


(¥ 





gS head SEF 00 

(ب) ۽ جاج f‏ ج مج زجمع ج إ4 جاع جمق بن 

(ج)؛ ۾ ج f‏ ج اج ل جاح ج اجه ؛ ۾ جم ج4 جج بي يب 
+ / جاج چ جز جع ج جاح جدخ بج ي : 
f +‏ جح مم جز جع ج ل جاح ج مج ي 


)د( } fab,ae,af}, {ab,af.de,ej}, {ab,af,cd,di,ej‏ 
Tê‏ :0 3 (ب)4؛ (ج) 8؛ (د) 3؛ (ه) 4ء (و) 45 (ز) 5. 


(0.5) لنفرض أن © غير مترابط» وليكن « و « رأسين في ©. إذا كان « و س 
يقعان في مركبتين مختلفتين للرسم ©» فإنهما سيكونان متجاورين فى 6 . أما إذا 
وقعا في نفس المركبة و 2 يقع في مركبة أخرى فإن « ج 2 ج« يكون مسارا 
في ©. في أي من الحالتينء يمكن ربط أي رأسين بمسار في 6 › وعليه فإن 6 


مترابط. 


(0,0) (أ) 2-2 -م ؛ (ب) 2-3 = «=A =4 (>) +K‏ ؛ (د) 4 -م -ع. 


GN‏ )( أويلرى ؛ (ب) نضف أؤويلرء 200 (ح) سن ایا مما ؛ (د) أويلرى ؛ 
(ھ) ليس ابا متها 


(1,۲) الرسومات الأويلرية: 4,1 ,8 ,18 ,21 ,25 ,31 ؛ 


الرسومات نصف الأويلرية: 6,3,2 ,7 ,9 ,13 ,14 ,16 ,17 ,19 ,22 ,23 ,26 ,28 ,30. 


(5.5) (أ) نحتاح على الأقل 2 طريق » وذلك من أجل 'إنهاء جميع الرؤوس ذات 
الدرجة الفردية. إذا أضفنا الآن 4/2 ضلع للرسم © وربطنا هذه الرؤوس 
زوجا زوجا؛ فإننا نحصل على رسم أويلري '6. ومن ثم محصل على ال 
2 طريق المطلوبة بكتابة طريق أويلري للرسم '6 ثم حدف الأضلاع 
المضافة. 

(ب) أربع خطات. 


(0.) هناك عدة حلول ممكنة ؛ فمثلاء المرور على الأضلاع بالترتيب الموضح في 
الشكل التالى : 





٤‏ ۹ حلول لبعض التمارين المختارة 


(۷.۱) () هاملتوني ؛ (ب) نصف هاملتوني ؛ (ج) هاملتوني ؛ (د) هاملتوني ؛ 
(ھ) هاملتوني. 


ED‏ الرسومات الہاملتونية: 4,1 ,8 ,9 ,10 ,18 ,22 ,26 ,27 ,28 ,29 ,31,30 ؛ 


الرسومات نصف الهاملتونية : 1 يكل E LEE 211910 EB,‏ 
.¥ 1+(2 1م )ارو رين K‏ إِدا کان H‏ زوجيا ؛ 0000000 إدا كان 4 فرديا. 
(1) الأعلام الدائمة هى › على التوالى « «I(D)=36 «I(B)=30 «H(A)=0‏ هلحرم )ل 

8-(1)17: 5-9 26-7/: والمسار الأقصرء بطول 77ء هو 


جح لل جه #7 جه 0 جه 77 ج ورج هر 


(8.5) بمضاعفة الأضلاع على طول المسار + 4 + غ D+‏ ج 8 لحصل على 
حل بوزن كلي 24. 


)0 الدورة الباملتونية المطلوية هى 4ج 0+ غج ل 8 4g‏ بوزن 
كلى 14 


الفصل الرابع 


(۹,1) الأشجار هى 2,1 ,3 ,5 ,6 ,12,11 ,13. 


حلول ل لبعص التمارين المختارة ت 3 ۲ 


050 


مه 3 © 1 ؛' 
© © © © © ف ةةة فو وة هت وو دن هه ١:‏ 7 رؤوس 


ا ا 3 8 هه )| 





7و ۾ 0 3ج Aã 0 2 D‏ 0 3 2 3 
7 م dl cC‏ سس cC d‏ ظ /م اح ا f‏ اج دن 


cdc, abcda, abca, abcdea REL E U‏ ؟ 
جموعات | لقطع + (ab, ac, ad, ae}, {ac, ad, ae, bc}, {ad ae, cd cd}, {ae,‏ 


¢ de} 


CUA‏ (1) چ (ب) يكون عروة. 


)٠١,١(‏ هناك ثلاثة أشجار غير مغلمة لہا 5 رؤؤوس. 


مە 1 © © ©©© © 
فد ًا U‏ 





5 ۹ ۲ حلول ابعص التمارين المختارة 
يمكن تعليم أول شجرة بعدد من الطرق قدره 602 ؛ ويمكن تعليم الشجرة 
الثانية بعدد من الطرق قدره 4×3 ×5 = 60 وذلك يناظر ال 60 اختباراً مكنا 
للرؤوس » و « و «؛ أما الشجرة الثالثة فيمكن تعليمها بعدد من الطرق قدره 
5> وذلك يناظر ال 5 اختيارات الممكنة للرأس 2. إذن يكون العدد الكلى 


.125-00+00+5 


م 





(بس) (4,4,4,1) و (4,2,2,4). 


CY.) 





ا 


كل شجرة مولدة في .۸ تحوي أحد الضلعين :«» و س« لكل ١ء‏ بالإضافة 
إلى ضلع أخر. إذن عدد الأشجار المولدة يكون 21-2'5/2:, 


عزاو ك اادد الا ۹۷ 


(11,1) نحصل على أي من الشجرتين الموزونتين التاليتين بوزن كلي 13 : 





)١١1.6(‏ الرأس 4: 2+4(=21)+15 ؛ الرأس 8: 22-(2+3)+17 ؛ 


الرأس 2: 3+4=22)+15؛ ‏ الرأس ۴: 5+6(223)+12. 


)١١,51(‏ الرسم هو رسم مترابط وعدد رؤوسه 1+1-37+3+(27+1)+7 وعدد اضلاعه 
2+ر2+1!/2-3+(1+بر2 )ديرك : وبالتالى فهو شجرة باستخدام مر هله رقم EMP‏ 


( ج). 


)١1١4(‏ نحصل على الشجرتين المعلمتين التاليتين» حيث إن الأعلام تناظر ترتيب 
المرور على الرؤوس : 





بحث عرضي 


۹A‏ حلول لبعض التمارين المختارة 


: معادلات الدورة الأساسية هى‎ )١١,١( 


VWZYXV: itis-igti=12; VWZV: tisti =0, 
VWZYV :-ib+ig-igti=0; WZYW: -iq-igçti=0., 
: معادلاات الرؤوس هي‎ 
V. :وزو بن‎ W: ij=iqti; X: igi; YF: iotig=iht14; ZA: is=igti 
حل هذه المعادلات هو‎ 


i1=0.‏ ,== ,2= , لمحتموزخ بح تنخ 


A 





7 آي كرد ۸ غير مستو. 


.۸ > 4 الرسم التام ,5 يكون مستويا إذا كانت‎ )١1( 
الرسم ثنائي التجزئة التام ,۸ ( 5 > ”) يكون مستويا إذا كانت 1-م أو 2د‎ 
: كما هو موضح بتمثيلي المستوى التاليين‎ 





بالرغم من أن هذين الرسمين غير متمائثلين اتصاليا مع أو قابلين للتقليص إلى 
Ks‏ أو 2 إلا أن عله منهما ڪوي رسما جرثيا متمائاه١‏ قفالا مع أو قابلا 
للتقليص إلى Ks‏ أو 3 

يقنعك قليل من التجربة أن ليس هناك رسم بمكن بتقاطع واحد فقط. 





a‏ حلول لبعض التمارين المختارة 


(۳,1) )|( قحس cm=14‏ 8 و 8-14+8=2؛ 
(ب) ۸=6» 12 هقير و 6-12+8=2 ؛ 
(ج) 9=م» 15=ص» 8 و 9-15+8=2؛ 
(د) وحن 14درون 7ک و 9-14+7-2. 

(*17) () جا أن طول محيط © هو 5» فإن ”2 ك /5. وبالاستفادة من ذلك مع 
صيغة أويلر 2-/+- نحصل على المتراجحة المطلوبة. إذا كان رسه 
ارصن ويا فإن هذه المتراجحة تصبح 40/3 > 15» وهذا غير 
صحيح. وعليه؛ فإن رسم بيترسن غير مستو. 

0ب2 إذا كان طول حيط ©0 هوخ فان +27 > 77#. وبالاستفادة من ذلك مع 
صيغة أويلر نحصل على المتراجحة (2 -")/(2 -2)" > ". 

(1,8) () ہا أن رسم بيترسن غير مستو فان سمكه هو على الأقل 2. ولكن يمكن 
الحصول على رسم بيترسن بتركيب رسميين مستويين» مثل المخمس 
الخارجي والأضلاع الأشعة مهمه مع المخمس الداخلي. وبالتالى فإن 


(ب) :0 غير مستوء حيث يتضح ذلك بتطبيق نتيجة رقم (0.1) (ب). 


بتركيب رسمين م مستويين كما يلى : 





حلول لبعض التمارين المختارة دن 


اه 





g(K,) =|(7-3)(7-4)/12|=1 )()* .١:4(‏ ؛ 
5 =[ 56/12[ =| 11-3)01-4)/12( |= ( )ع . 
(ب) پچ لأن 2=[ 20/12 | =| 40/12 -8-3()8)| - (,1)ع . 


)١5.6(‏ )1( ا الو جوه. 
(ب) لمثل ذلك الرسم »: /2-3-,4. ومن مبرهنة رقم (0,۱۲) نستنتج أن -7/2 
ع7+27/3-2-2» ومنه (ع-12)1-” وهذا غير موجب. هذا التناقض يثبت 


)۱0.١( 


ب 1 
25 ف 5 
=" 
o ---- 9‏ س س 
5 
۴ 





n =f=6, m =m=10, f =n=6, n =f=7, m =m=11, f )ررد‎ 


Ch!‏ حلول لبعض التمارين المختارة 


)١6.5(‏ إدا وجد مثل رسم تۇ هذاء فان ز صك الثنوى سيکون زسم مسنوی 
وبخمسة رؤوس متجاورة مثنى مثنى. با أن Kx‏ غير مستو فهذا غير نمكن. 





درجات الرؤوس 5 الرسم الأيسر هي 3 أو 5 بينما في الرسم الاخ 3و 4 
وعليه فان الرسمين الثلويين غير متمائلين. 


)10,۷( إذا كان 6 رسم مستوى بسيطا بحيث درجة كل رأس فيه هی 5 أو 6؛ فان في 
© على الأقل 12 رأسا من درجة 5 ؛ وإذا كان» بالإضافة إلى ذلك» كل وجه 
هو مثلث» فإن © يحوي بالضبط 12 رأسا من درجة 5. 


(19,6) إذا كان © مترابطا من درجة 3؛ فإنه لا يحوي رؤوسا من درجة 1 أو 2ء 
وعليه فإن "© لا يحوي عروات أو أضلاعا متكررة. 


(9.) إذا كان © ثنائي التجزئة» فإن طول كل دورة فى © يكون زوجياًء 
وبالتالى › فان عدد الأضلاع في كل مجموعة قطع في 6 هو عدد زوجي ؛ 
وبالتحديد» درجة كل رأس في © تكون زوجية» ومنه 6 أويلري. ونحصل 
على الاقتضاء العكسي بعكس هذه المناقشة. 


حلول ليعض التمارين المختارة ey‏ 


)۱١.1(‏ () 'نجمة غير منتهية » ونحصل عليها بربط نقطة الأصل مع عدد غير منتهٍ من 
النقاط على دائرة الوحدة ؛ 
(ب) الرسم التام بمجموعة الرؤوس (1> +« >0 :#) ؛ 
(ج) المسدس الشبكى غير المنتهى ؟ 
(د) نجمة غير منتهية » أو مسار غير منته ؛ 
(ه) الرسم الذي نحصل عليه بربط مسار غير منتهٍ برأس في ء۸ ؛ 


روا ا غير متتييةاء أو مسار شی محف 


0 اعم النجمة غير المنهية في رين رقم 40(0117 


الفصل السادس 


)١17(‏ 2 و ك4. 


123, 17, 13, BILBO للوئى سيرد سرعة 2ع‎ C0 
لوئ هبن وز 23 15,153,374 ,15 ,18 ,20,19 ,21 ,20,25,22 2 2% ؛‎ 


لونى من درجة 4: 10 ,24 ,28 ,30. 


(1175)(أ) حد علوي = 3» العدد اللوني = 3 ؛ 


(ب) حد علوى = /؛ العدد اللوني = 2. 


)١10./(‏ إذا كان نت هو عدد الرؤوس الملونة باللون ا من أجل ()7 >1 > 1+ فان 
4 - مم > .C‏ وبالحالى فان CHSC FTC, > y(G)(r - qd)‏ وعليه فإن 
(8 -2)/ 2 < ( )7 . 


CTU)‏ رباعي الوجوه: 4؛ ماني الوجوه: 7 مکح 3 عشروني الوجوه: 


3؟ إثنا عشرى الوجوه : 4. 
)١8(‏ أي دورة بعدد زوجي من الرؤوس ؛ على سبيل المثال ؛ oF‏ 


() سنثبت ذلك باستخدام الاستقراء على عدد البلدان» المبرهنة واضحة للخرائط 
التي تحوي على الأكثر ستة بلدان. ليكن © خريطة ل ” من البلدانء ولنفرض 
أن جميع الخرائط التي بها 8-1 بلد تكون قابلة للتلوين وجهيا من درجة 6. من 
مبرهنة أويلرء يحوي 6 بلدا F‏ محدودا على الأكثر ب 5 أضلاع. إذا قلصنا F‏ 
إلى نقطة فإن عدد بلدان الرسم الناتج هو 1-” بلدء وبالتالي فهو قابل للتلوين 
وجهيا من درجة 6. يمكننا الآن الحصول على تلوين لبلدان © باستخدام 6 
ألوان وذلك بتلوين ‏ بلون مختلف عن ألوان الأوجه التي تحيط بالبلد م 
(والى عددها غلى الأكثر 5)..وعليه:فات © قابل للتلوين وجهيا من درجة 6: 


3 وو‎ 4 6 ٠ ١( 


9 )فلمل لونى 2+ 3 ,85 ,15 ¦ 
لعل لوتى 23 109,7543 ,12 ,15 ,2018317 BD,‏ 


دليل لونى 4 11 ,14 ,19 ,21 ,24 ,25 ,26 ,27 ,28 ,29. 


(Y8)‏ 5) حد سفلى 2 ؛ حد علوي 3: قيمة فعلية 3 ؛ 
(ب) حد سفلى 7» حد علوى 8» قيمة فعلية 7 ؛ 
(ج) حد سفلى 6» حد علوي 27 قيمة فعلية 6. 


حلول لبعض التمارين المختارة .م 


(۲١۹ 5(‏ لنفر ص ا Z25‏ وأن es‏ ابراسوام كما هو موضح اونا مت إن ال ؟ 
رأس تكون تحت ال ” رأس. لون الأضلاع الآن تتابعيا باستخدام الألوان 


la see أ" واكك‎ Ges Teg ول كاوه ندا‎ ST; 
«االاإسب.... - عست .تست ل 2 5 8 جه‎ : es 






VY 


ic E 





ار 5 ين أن 6 منتظم من درجة 3 فإن 3 (6)' ر . وللحصول على تلوين 
باستخدام 3 ألوان لأضلاع € فاننا نلون أضلاع دورة هاملتونية باللونين 


الأحمر والأزرق تناوبيا؛ ثم نلون بقية الأضلاع باللون او خو 


k(k-1)(k-2)(Kk-3)(k-4)(K-5) (Î) (1,1)‏ ؟ 
(ب) .k)k-1(‏ 
يمكن تلوين × بعدد من الطرق قدره 5040-7.6.5.4.3.2 طريقة ؛ 


ويمكن تلوين 5 بعدد من الطرق قدره 7×6 = 54432 طريقة. 


زم 





1ٹ" حلول لبعض التمارين المختارة 


ادا کان لر اسان © و 5 نمس اللون فان هناك ”(۸-1)) طريقة للتلوين ؛ اقا 
إذا كان لما لونين مختلفين فهناك ۸)۸-1()۸-2(7 طريقة. وبالتالى فان 
.Pg(k)=k(k-1)°+k(k-1)(k-2)`‏ 


م 


=k(k-1)-k(k-1)(K-3k+3)= k(K-1)(K-4K +6k-4) 





)5١10(‏ (أ) ا أن £ )...+ k17 =n-‏ فإن فی © « رأس و 1م 
صلع ومركبة واحلة. وبالتالى من مبرهنة رقم )5,١(‏ (ج) د) شجرة عدد 
رؤوسها 7. 


(ب) بما أن (-۶)(=۸)۸» فيجب أن يكون © شجرة ذات 5 رؤوس» أى 


5.0 أو oe‏ ده هو هو هو-ه» 


`® 


الفصل السابع 
(0 الرسمان الموجهان الأول والأخير. 


(519)()) با أن الرسم الخفى ل 2 مترابط» فإن 7# > 7-1 وذلك من مبرهنة رقم 
(20). والحد العلوي متحقق فقط للرسم الموجه الذي يكون فيه كل 
رأسين مرتبطين بضلعين موجهين متضادين. 


حلول لبعض التمارين المختارة بي سم 
(بت) (1- ۸)۸ > ” > « ؛ الحد العلوي يبقى كما هو. أما الحد السفلي فينتج 
لأنه يمكن لدورة ما أن تكون مترابطة بقوة» ولكن لا يكن أن تكون 


'شجرة موجهة مترابطة بقوة. 


جع عم 


EE 


2 ذخ ے > 

ا ي نسم 
ے او خسم ان 
© تئج و هم 
22 تا اتج ت تكح 





ج) اب کت کت ت شم 
حم تت د تچ تت تت 
جاح امم انم واج 

تت هس 


ظ 


.6:8 12:0؟ تر 10؛‎ (TT. 


ت 


TTY) 


مجموع درجات الخروح= [+1+3+2 = عدد الأضلاع الموجهة = 7 ؛ 
مجموع درجات الدخول- 1+3+3+0 = عدد الأضلاع الموجهة = 7. 


۳۸ حلول لبعض التمارين المختارة 





مجموع درجات ا 4+2+2+0+2 = عدد الأضلاع الموجهة = 10 ؛ 
مجموع درجات الدخول- 0+2+2+4+2 = عدد الأضلاع الموجهة = 10. 


¢ aecbda «cedcbe )6ح‎ 271 (( SE? 
‘ qaedabdcbeca (ب)‎ 


.aecbda ) لعج‎ 


i TEE)‏ كان كل فخ ۷ و “1 مصدراء فإنه يجب أن يكون كل من س و بسر 
ضلعا موجها في التصفية» وهذا مستحيل ؛ وعليه فلا يوجد تصفية تحوى أكثر 


039 FEA] 





© 89 62 > 
0غ 5 5 37 
5ة 5 3 ,0 
¢ }¢ 0 0 
3 0 0 
0 0 0 0 


3 4 


- ت 18 


a  وط‎ 


7 
:۴ مواصلة ؛ جميع الحالات الأخرى هي حالات عابرة. 





بترقيم 


OTE) 


اللاعبين حول الطاولة 


مو 


ات 


افق مع إنجاه 


قارب الساعة» 


n 





9 
9 
ع 
ب 


ويه 


0 0 0 O 





1 





5 


حلول لبعض التمارين المختارة 


د جلول لعش الماري: اللكنانة 


(ب) بالفحص › نجد أن كل حالة تكون مواصلة. وحيث إن 0 ع بر لكل 
اء فإن كل حالة تكون غير دورية وعليه فإن السلسلة تكون مسرانية. 


ال لفصا الثامن 


NAE 





.az,bx,cy; ay,bz,ex; aw,bz,cy; aw,bz,cx; aw, bx,Cy 0 


4 مس‎ a 5 c ab ac bce abc 
Aj] 3 15 1 15 2 21 E 8 (ج)‎ 
Ip(A)| 0 3 2 2 4 4 3 4 


وبالتالي فإن | (4)م |>| 4 | لكل مجموعة جزئية 4 من (ء,ة,ه). 
0 الرؤوس الأول والثالث والرابع في | تكون جميعها مرتبطة برأسين فقط في 
27 وبالتالى فان شر ط الزواج يعشل . 


, 35, 25, 24,23, 15, 14, › © ليس هناك عروض- العروض الجزئية هى‎ DOD 
3. 1 2 3 Î 


123A. 5 1 10 3‏ ,1295 
(ب) يوجد عرض - على سبيل المثال (1,2,4,5). 
(ج) ليس هناك عروض - العروض الجزئية هي 1 32 11 313 129 
(د ) یو جد عرض - على سبيل المثال 1425 


حلول لبعض التمارين المختارة 51١ ١‏ 


(,7) بالفحصء يمكن أن نجد ثمانية عروض»› وكل منها ينقصه حرف واحد فقط 
من الحروف الثمانية فى كلمة 11470125. فمثلاء بحذف 4ء خختار تتابعيا 


ا حروف. 0,2,3 ,1 ,4,2 ,1. 


(51.5؟) هتاك عرض واحد فقط- وبالتحديد» (1,2,..:,50): 


(1.5؟) (أ) لتكن المجموعات في ۶ هي وك.....,ى. إذن يفشل شرط الزواج ل [وقرركى) 
و (يكركروك) . 

(ب) اتحاد أي + من المجموعات الجزئية يحوي على الأقل عنصرا واحدا إذا 

كانت 1+ أو #22, ويحوى على الأقل عنصرين إذا كانت 3-/, 

ويحوى على الأقل 4 عناصر إذا كانت ۸=4» ويحوي على الأقل 5 عناصر 

إذا كانت 4-5» وبالتالي يحوي على الأقل ۸-1 عنصر لأي قيمة للعدد 


.k‏ ولكن دحم 8 71-5 إذن 1-)ع بجر مدعل وهو المطلوب. 


كي 4 ¥ 4 3 | 

Î 38 ê 3 € [1 

9 ] ته 5 4 3 

' 258 (۲۷,۱( 

A3 8 1 9# 3 

i ê 1 3 85 4 
1خ‎ 2 %3 3 4 

LSE SS في‎ 7F © 
JI 5 8 ¥ 61 4 7 
3 61 FFF © اق‎ 
4 7 6 8 1 3 5 2 
FET ê 4 8 


ام حلوؤل لبغضن العمارين المخثار: 


(۷,۲) 


صا ہا يخ تنا ۰ حر 
حل لخ هرا هم زي 
اما خط نيا قمخ ‏ امهم 
9 اما نم نيا حل 
لخ نيا حل ہا نسم 
نيا عنم برا خط نزم 
ل نزخ زرا بم ي 





4 لكلتا المصفوفتين › كل من الرتبة الحدية و 1" مساو لے‎ (TV.E) 


(5,/ا؟) fa,b,d} (Î)‏ ؛ 
رب 2 لبح ھم | حالة واحلة : 
{b,c,e} |= 3‏ ك| |({c,e}U {a,b,d}) n {b,c,e}‏ و9 33<2+1-3. 


(TA,.1)‏ الصورة الضلعية : الميرهنة صحيحة حيث k=2‏ لخلا الرسحينث»: 


الصورة الرأسية : المبرهنة صحيحة حيث ۸2 لكلا الرسمين. 


(Î) (YAY)‏ و (ب) يمكن التحقق مباشرة من أنه فى كل حالة هناك بالضبط ثلائة 
مسارات منفصلة تربط أي زوج معطى من الرؤوس. 


(38.5) القيمة الصحيحة للعدد » هي 3 لكل رسم. 


«{vb,ba,ac} «< {va,ba,cd,dw} « {va,ba,bd} « {va,vضbض} (آ( القطوعات هى‎ ).( 
.{cw,dw} «{bdcdcw} «{ac,cd,dw} «{ac,bd} ؛‎ {vb,ba,cd,cew } 


القطع الأصغري الوحيد هو (54,04,0) وبسعة 6. 


حلول لبعض التمارين المختارة TT‏ 


(ب) الشكل التالى يوضح انسيابا أعظميا مناظرا لذلك وبقيمة 6: 


6 ظ 





(4,۳( قطع ذو سعة 8: {(BD,EG,EH,FH, FT}‏ 


انسياب ذو قيمة 8 كما يلي : 


F 2 Ff 2‏ 3 م 
(۲۹. ه) (أ) أضف رأسا مصدرا جديدا "م بربطه بجميع المصادر بد بالأضلاع 
الموجهة بأد ذات السعة غير المنتهية » ورأسا حوضا جديدا ” بربطه 


"يټ ي 


زی 


جميع الأحواض ١:‏ بالأضلاع الموجهة س« ذات السعة غير المنتهية. 





1 حلول لبعض التمارين المختارة 


الفصل التاسع 
لكي 4 03 كل مجموعة جزئية من ٤‏ هي مستقلة» لا يوجد هناك دورات: 
وا4|-(4) لكل مجموعة جزئية 4 من 8 ؛ هذا هو الماترويد المتقطع. 
(ب) المجموعة المستقلة الوحيدة هي المجموعة الخالية. الدورات هي (4): (5): 
(16» [14» (12. ودالة الرتبة مطابقة ل 0 ؛ هذا هو الماترويد التافه. 
(ج) امجموعات المستقلة هي تلك المجموعات الجزئية من £ ذات 0 أو 1 أو 2 أو 
3 عناصرء الدورات هي تلك المجموعات الجزئية ذات ال 4 عناصرء وإذا 
كانت 4 مجموعة جزئية من 5 فإن (41,3|)هنصحدك): ؛ هذا هو الماترويد 


)+( 555 )أل : «acd cabd‏ و 4م( ؟؛ دورات : abc‏ ؛ 
جموعات مستقلة : 0 .bcd acd, abd, cd. bd, bc, ad ac, ab, d, c, b, a,‏ 
ابعاسانة prs Qs »47| »)075 pst cpr pq )5 : M(G:»)‏ دورات: 
pqSt cers! ¢Pqr‏ ¢ جمو عات مستقلة : 0 DSL, prt, Pqt, 85, St, 71, FS, qt,‏ , 9715 , 
م Qr, pt, PS, PF, PQ, 1, S, F, Q,‏ ,05 
„DFS, 51, 71‏ 


(.) () العروض الجرئية هى : © ,12 ,13 ,14 ,15 ,16 ,23 ,24 ,25 ,26 ,34 ,36,35 , 
,1 ,2 ,3 و4 ,5 ,6 
3 ,124 ,125 ,126 ,134 ,135 ,136 ,234 ,235 ,236. هذه العروض الجزئية 


هي المجموعات المستقلة ف الماترويد (©214: حيث © هو الرسم التالى : 


حلول لبعض التمارين المختارة 2 احا 





(ن) الأساسات هن ؛ 125,124,123 ,135,134,126 ,136 236,235,233 ؛ 


الدورات هى : 1234 ,1235 ,1236 ,45 ,46 ,56. 


(0,8) (أ) ينتج ذلك مباشرة من تمرين 11.5 وتعريف مجموعة القطع. 
(ب) الرسم 7: cb ca‏ 9 ©6. 


Fl, FS, qt, 05, qr, pi, ps, pr + 02 الى سم‎ 


: الماترويدات الأربعة غير المتمائلة على (ط,4) هى‎ )"١,١( 


الأساسات الجموعات المستقلة الدو رات 
0 ظ 0 ,8 
4 0 » 6 : 
b «a cp b, a‏ 4 
iD 3 2 Ab‏ مق 





»1)6(=M1)6,ط,4(‎ ›)۳*,۲( (أ) نعم : وباستخدام الترميز في تمرين رقم‎ )۳۱,٤( 
.M(G2)=M(pg,qrs,st) 


.M (G2 =Mpgr,rst) ٤ M(G ,=Mlabce) : (ب) نعم‎ 


< حلول لبعض التمارين المختارة 


(۲.) إذا كان 34 ماترويدا منتظما من درجة ٭ على £» فان (۴ )=1 حيث 


۴ ای ب k‏ د نسخه من 03 


(۳۱.۸) دورات ماترويد فانو هي الخطوط مثل (1,2,4)» ومكملات الخطوط مثل 
(412,3,6: 


1( اماس الوحيد للماترويد متقطع على 85 هو 5 نفسهاء وبالتالي فإن 
الأسباسن الوحيد للماترويده الثنوي هو # ؛ وعليه فإن الماترويد الثنوى هو 

الماترويد التافه على 2. 
(ب) الماترويد المنتظم من درجة 7-4 على نفس المجموعة المكونة من 7 عنصر. 





)۲,٤(‏ أساسات ()24 هي طه» ممء ٥ء‏ وبالتالى فإن أساسات '(14)1) هی 


.) مال ((ئ1الا‎ M(K3) 0ه 2 وعليه فان‎ O 


(Î) (Y,o)‏ الدورات المشاركة هي المجموعات الجزئية التي تحوي 7 عناصر؛ 
الأساسات المشاركة هي المجموعات الجزئية التي تحوي 6 عناصر. 
(ب) الدورات المشاركة ل (,14)6 هي طه» عه» ءط» 4» وأساساته المشاركة 
هي ۾» ط» ©. 
الدورات المشاركة ل M(G»)‏ هي وص est cqrt «qrs «prt «prs‏ 


Ff FS cqQt QS )07 pI cps cpr اساسا المشاركة هى‎ 


حلول لبعض التمارين المختارة TY‏ 


(ج) الدورات المشاركة هي 1 ؛ 3 وأساسائة المشاركة هى 2» 3. 

(د) الدورات المشاركة هى 1236 ؛ 7 1467, 21345 2347: 2456: 3567 › 
وأساساته المشاركة هى جميع المجموعات الجزئية ذات الأربعة عناصر 
والتي تحوي خط ؛ مثل 1247. 


(1,”) يكفى أن نلاحظ أن رتبتى (1,2) و (1,2,4,5) هما 2 و 23 على الترتيب. 


(1,2,5) هو عرص مستقل 5 


(و”*) إذا كان (رك....,,224)5/ة ماترويد عروض على ٤ء‏ فإن 
U... UM,‏ 6 = 1 حيث إن 24 هو الماترويد على £ والذي أساساته 
هي بالضبط المجموعات الجزئية من 5 والتي تحوي عنصرا واحدا فقط. 
وبالعكسء إذا كانت ۸1,....,1 هي الماترويدات ذات الرتبة 1: فإن امحادها 
ار ابا بويا N‏ - 1 هوماترويد العروض على المجموعات وود 
حيث 5 هي اتحاد المجموعات المستقلة في //. 


لدى قائمة صغيرة. 
S. Gilbert‏ ا 


الرغر 
A‏ 


A(D) 


3 


cri) 


deg(v) 


E(G) 


الرموز التالية أضيفت ل الكشاف: ع-6» 716) T(G)‏ 


المدلول 
مصموفة التجاور 
عائلة أضلاع موجهة (/ 
أساس للماترويد /1 
رسم الدورة 
عدد التقاطعات للرسم © 
وسيم موده 
درجة رأس م 
مجموعة منتهية غير.خالية 
جموعة أضلاع 0 


علد الأوجه 


۳۱۹ 


* كشاف الرموز 


Index of symbols 


المرادف 
adjacency matrix‏ 
arc-family of D‏ 
base of M‏ 
cycle graph‏ 
crossing-number of G‏ 
digraph‏ 
degree of v‏ 
non-empty finite set‏ 
edge set of G‏ 


nurnber of faces 


TY 


د 
0-0 


L(G) 


M x< A 
M(G) 


MS...S 


Nn 


Pa(k) 


كشاف الرموز 


ماترويد فانو 

عدد نوعي 

رسم 

مكمل رسم 

رسم ثنوي للرسم © 
حذف ضلع من © 
تقليص ضلع في ت 

رسم ثنائى التجرئة 

اتحاد رسمين 

عدد المركبات 

الرسم التاه 

الرسم ثنائي التجزئة التام 
الرسم ثلاثي التجزئة التام 
الرسم الضلعي للرسم 6 
عدد الأضلاع 

ماترويد 

الماترويد الثنوى 

ماترويد مقلص 

ماترويد مقصور 

ماترويد الدورات 
ماترويد العروض 

عدد الرؤوس 

الرسم الصفري 

كثيرة الحدود اللونية للرسم © 


Fano 1010 

genus 

graph 

complement of G 

dual of G 

deletion an edge from CG 
contracting an edge In G 
bipartite graph 

union of graphs 
independent set of M 
number of components 
complete graph 
complete bipartite graph 
complete tripartite graph 
line graph of G 

number of edges 
matroıd 

dual 35010 
contraction matroid 
restriction matrold 

cycle matroid 
transversal matrold 
number of vertices 

null graph 


chromatic polynomial of G 


U, V, W, 3 
10-7 E Vy 
iD) 


(6G) 


ع 


a, Py 
7(G) 
1200 


K(G) 
A(G) 
(6G) 
4(6) 
xX (6G) 
T(G) 


9 


كشاف الرموز 


دالة الرتبة 1 


دالة الرتبة ل ۸ 


سمك 0 

شجرة 

رؤوس 6 

هر 

جموعة رؤوس 2 

جموعه رؤوس 0 

فضاء الدورات الجزئي من 6 

فضاء جموعات القطع الجزئي بي 
عجلة 


ألوان 

رتبة الدورة للرسم © 

زمرة التماثلات الذاتية للرسم € 
أكبر درجة رأس في 6 

ترابطية 6 

ترابطية © الضلعية 

رتبة جموعة القطع للرسم 6 
العدد اللوني للرسم 06 

الدليل اللوني للرسم © 

عدد الأشجار المولدة لرسم مترابط € 
أساسات ا 


M دورات‎ 


امرش 


path graph 

k-cube 

rank function of Mf 
rank function of MÎ 
thickness of G 

tree 

vertices of G 

walk 

vertex set of D 

vertex set of G 

cycle subspace of G 
cutest subspace of G 
wheel 

colours 

cycle rank of G 
automorphism group of G 
largest vertex degree of G 
connectivity of G 
edge-connectivity of G 
cutset rank of G 
chromatic number of 6 


chromatic index of G 


number of spanning trees in a 
connected graph G 


bases of M 


cycles of M 


TY 


عائلة مجموعات جزئية 
مجموعات مستقلة في 14 


family of subsets 


Independent sets of M 


ثم انتهي واقول تمسون بخير. 
Robert Herrick‏ 


الصفحة المرادف 
264 ماترويد ننائي التجرئة 
52 ججسر 

102 خث عرصي 
61 مبرهنة برو كس 
200 بي. كيميون 
241 سعة ضلع موجه 
242 سعة قطع 

87 أي. كيلي 

88 مبرهنة کي 

86 مر کز رسم 


أولاً :انجليزي-عربي 


المصطلح الصفحة 
Bipartite matroid‏ 20% 
Bridge‏ 138 
Breadth first search‏ 193 
Brooks' theorem‏ 189 
 CLamilon, FP.‏ 20 
Capacity of an arc‏ 21,2,1889 
Capacity of a cut‏ 70,94,193 
Cayley, A.‏ 97 
Cayley's theorem‏ 210 
Centre of a graph‏ 57] 


TE 


ڪشاف المصطلحات 


Index of definitions 


المرادف انتصح 

حالة مغر يه Absorbing state‏ 
رسم نوي رد Abstract dual‏ 
شبكة عمل 2 
مصقو فة التجاور ا سم Adjacency‏ 
مو جه matrix of‏ 

digraph 
mati of gap مصفوفة التجاور أ‎ 
Adjacent متجاورة‎ 
Algorithm نحوارز مية‎ 
Alkane ألكان‎ 


حالة غير دورية 


کي. آبل 


Aperıodic state 


Apple, K. 


E: 


207 
12,97 


70 


1 80 
173 
152 
182 

B9 

48 
209 
209 


05 


53 
6,48,254 
32 
253,0 
189 

48 
254,258 
82 


2,21,143 
22 

24 

254 


102 
187 


سلسلة» مار کو ف 
جحزريء كيميائي 
مسألة ساعى البريد 
دالة لونية 

دليل لوني 

ري 

كثيرة حدود لونية 
إل. إي. كلارك 
فساو متلق 

أساس مشارك 

ور کار 

الفضاء الجزني 
مجموعات القطع 
ا 
ر 

الرسم الدورة 
ماتروید الدورات 
دوره ي رسم موجه 
دوره في رسم 

دورة في ماترويد 
رتبة الدورة 
الفضاء 


مزلي 


درجة رأس 
حذف ضلم 
س 


كشاف المصطلحات 


Chain, Markov 
Chemical molecule 
Chinese p tman 
problem 
Chromatic function 
Chromatic index 


Chromatic number 


Chromatic 
polynomial 


Clarke, .ا‎ E. 
Closed path 
Cobase 
Cocycle 


Cutset subspace 


Cut-vertex 

Cycle 

Cycle graph 

Cycle matrold 
Cycle of a digraph 
Cycle of a graph 
Cycle of a matroid 
Cycle rank 


Cycle subspace 


Degree of a vertex 
Degree sequencê 
Deleting an edge 
Dependent set 


Depth first search 
Digraph 


71,94,184, 
193,235 


187 


138 


34 


261,269 


42 
151 
121 
172 
151 
20 

360,83 


34 


31 

214 

37 

20 

190 
7,2041 


54 


تضيقات 


سال تفي 
الرسم الموجه المرتبط 
تمائل ذالي 


زهرة التمائلات الذاتية 


أساس ماترو ید 

هائره يد نائي 

رسم ثنائي التجزئة 
ماترويد رمي مشارك 


ججموعة مستقلة مشار كة 
مکعبات ملو نة 

تلوين رسم 

تلوين خريطة 

تلوين أضلاع 

تلوين رؤوس 

عرض مشترك 
0<“ 


ق 

تراو ج تام 

رسم ئلاني التجزئة تام 
مر كبة 

رسم موجه مترابط 
رسم مترابط 


Applications 
Are 


Arc family 


Assignment 
problem 
Associated 
digraph 


Automorphism 
Automorphism 
group 


Base of matroıd 
Binary matroıid 
Bipartlite graph 
Cographic 


matrold 


Co-independent 
sêt 

Coloured cubes 
Colouring a 
graph 
Colouring a 
map 

Colouring 
edges 
Colouring 
vertices 
Common 
transversal 
Complement of 
a graph 
Complete 
bipartite graph 


Complete graph 
Complete 
matching 
Complete 
tripartite graph 


Component 
Connected 
digraph 
Connected 


graph 
Connecti vIty 


0667 
5,187 


7,20 


5132. 2 


2-9 


KY 


20 


21317 
1432 


52 


8,156, 168 


42 


213 


54 


353 


8 


ترابطية ضلعية 
تقايص ضلع 
حدف ضلع 


عائلة أضلاع 


مم شنة الألوان الأربعة 


مسألة المكعبات 
الأربعة 

دي. آر. فلكيرسون 
مجموعة اانه 
مجموعات القطع 
مجموعة اقاسة 
للدورات 

رسم عام 


كشاف المصطلحات 


Dirac's theorem 
Directed graph 
Disconnected graph 


Disconnecting sel 


Discrete matroid 
Dısjoınt paths 


Distance in د‎ graph 
Dodecahedron 
graph 


Doughnut 
Dual graph 


Dual rmatroid 


Edge 


Edge-connectivity 
Edge-contraclon 
Edge-deletion 
Edge-disjoint paths 
Edge family 
Four-colour theorm 


Four-cubes problem 


Fulkerson, D. + 
Fundamental set of 


cutsets 


Fundamental set of 
cycles 


General graph 


Genus of a graph 


113 
24 
204 


196 


209 
143,285 
87,160 

1 60 

194 

193 

116 
33,34 


33 


33 
242 


52 


39 


بايا 


ر 


97,285 


210 


210 


135 


تحليل المسار الجر اج 
دد التقاطعات 
المكعب 

رسم المكعب 


زسم تكعبي 


قحلء 


5-2 
رتبة مجموعة القطع 
مجموعة أضلاع 
مسألة الدوائر الثمانية 


شبكات كهربائية 
درقة 
تعداد 


حالة مسرانية 


"١ ى‎ 


Lontracti ble 
Contracting an 
edge 
Contraction 
matrold 


Converse 
digraph 


Corank 
Countable 
graph 
Counting 
graphs 
Critical graph 
Critical path 
Critical path 
analysis 
Crossing 
number 


Cube 


Cube graph 


Cubic graph 
Cut 

Cutset 

Cutset matroıd 
Cutset rank 
Edge set 


Eight circles 
problem 


Electrical 
networks 


lind-vertêx 


Enumeration 


Ergodic chain 


Ergodic state 


Euclid 


TT 


134 
199 

54 
215,6 
260 

94 

68 

38 

157 
215 


15 


65,98 
198 
6,5 


198 


97 


33,34 
54 
160 
35 


173 


رسم نوي هندسي 
أي غويلا- حوري 
طول محيط 

رسم 

ماترويد رمي 
حوارزمية شرهة 
رسم فروش 

زمره رسم 

قيلي اا 

ميرهنة هول 

بي. آر. هالموس 
وء آز: عاناتون 
دورة هاملتونية 

رسم موجه هاملتوي 
اع تيت 
تمهيدية المصافحة 
الموجهة 

تمهيدية المصافحة 
مسألة النساء 

بي جحي. هيوود 
رسومات متماثلة 
اتصاليا 


كر بونات افيد رو جين 


عخشروبي الوحوه 
مترابط من درجة ۾ 
حرج من درجة م 
مكعب من درجة ۾ 
قابل للتلوين ضلعيا 


كشاف المصطلحات 


Geometric dual 
Ghouila-Hourl, A. 
Girth 

Graph 

Graphic 01 
Greedy algorithm 
Grötzsch graph 
Group of a graph 
Haken, W. 

Hall's theorem 
Halmos, P. R. 


Hamilton, W. R. 


Hamiltonian cycle 


Hamiltonianî 
digraph 


Hamiltonian graph 


Handshakıng 
dilemma 


Handshaking lemma 


Harem problem 
Heawood, P. J. 
Homeomorphic 


graphs 


Hydrocarbons 


Icosahedron graph 
k-connected 
k-critical 

k-cube 


k-edge-colourable 


Key 
197 
6,5 
146 


204 


57,14,197 


121 
56 


119,130 


110 
48 


27 


144 
155 
é1 


1 4ے 


246 


233 


19 
لسن 
21,9 

197,241 


56 


إل. أويلر 

رسيم موجه أويلري 
رسم أويلري 

رسم غير منته أويلري 
ماترويد أويلري 

طريق أويلري 

صيغة أويلر 

الم هنة القصوى 
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